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Vorwort zur erften Auflage. 


üler ſchon mit den Mitteln befannt zu machen, welde 
rſten und fchnelfften zum Ziele führen, als ihn vielmehr 
st von der Möglichkeit der Berechnung ber goniometrifchen 
ven aller benfharen Winkel zu überzeugen. 
Schluß der Goniometrie bilden einige Bemerkungen über 
übrung von Hilfswinkeln, die Auflöjung einfacher gonios 
r Gleichungen und die Darftellung eines Winkels durch 
hen jeinen Schenteln bejchriebenen Bogen. 
zweite Abſchnitt, welcher, twie ſchon erwähnt, bie eigent- 
igonometrie umfaßt, enthält zunächſt die trigonometrijchen 
nebft deren Anwendung auf einige volfftänbig gelöfte 
äifpiele; dann eine Sammlung von Uebungsaufgaben über 
und Körperberechnungen. 
Isruhe, im März 1869. 


©. Spitz. 





— 5 a7 Borwort zur zweiten Auflage. 


Als Anmerkung zu 8. 13 habe ich jedoch uoch einen zweiten 
Beweis gegeben, der auf die Lehre von den compleren Zablen 
gegründet tft und fich durch Kürze vor allen mir befannten Be- 
weifen auszeichnet. | 

Außer den angeführten Erweiterungen in Betreff des zu 


verarbeitenden Xehrftoffes Hat dieſe neue Auflage auch noch eine 





ſehr beträchtliche Vermehrung an gelöften Beijpielen und an 
Aufgaben zur Uebung erhalten. 

Die Refultate, fowie die zur Löjung etwa nothwendigen An- 
deutungen find in einem, von dem Lehrbuche getrennt erfchienenen, 
Anhange enthalten. 

Bei Aufgaben, deren Auflöjungen weitläufige Rechnungen 
erfordern, wie 3. B. bei Theilungen größerer Flächen, bei Recti— 
ficationen von Grenzen und dal., find außer den Andeutungen 
zur Löſung auch noch die während der Rechnung auftretenden 
Zwifchenrefultate angegeben, um dem Stubivenden, im Falle 
er nicht das angegebene Reſultat erhalten jollte, das zeitraubende 
Nachrechnen aller Elemente zu erjparen und ihn in Furzer Zeit 
durch DVergleihung das unrichtig bejtimmte Clement erkennen 
zu laffen. 

Trotz der bedeutenden Vermehrung an Text und Figuren und 
einer viel eleganteren äufßerlichen Ausitattung hat der Herr Ver- 
leger, aus Rüdficht des vieljeitigen Gebrauchs dieſes Werkchens 
an Schulen, ven Preis deſſelben nicht erhöht, was ich anerkennend 
hier zu erwähnen für meine Pflicht halte. 

Sp wünfche ich denn, daß diefe Arbeit auch bei ihrem neuen 
Erſcheinen eine günftige Aufnahme finden und fi) noch vecht viel 
Freunde eriverben möge! | 

Carlsruhe, im April 1864. 


C. Spitz. 


meer” 


t zur dritten Auflage. 






ıge wurde durch die Aufnahme ber trigono- 
eubijcher Gleichungen, ſowie einer bebeutenden 
nungsaufgaben beträchtlich erweitert. Aufer- 
denen Stellen Verbefjerungen vorgenommen, 
und die den Berechnungsaufgaben zu Grunde 
e in dem num bald allgemein üblichen Meter- 
i. 
I und E. ©. angedeuteten Citate beziehen ſich 
flagen meiner Lehrbücher über allgemeine 
bene Geometrie. 

Februar 1870. 


C. Spit. 





Vorwort zur vierten Auflage. 


= 
—W Trotz abermaliger Verſtärkung war die 3. Auflage ſchon nach 
:$ kaum 3 Iahren vergriffen. Es ſchien mir darum aud) nicht vath- 


ſam, wejentliche Veränderungen bei Ausgabe dieſer neuen Auflage 
bezüglich des Inhaltes und der Anoronung vorzunehmen Die 
Aufgaben wurden um einige vermehrt. 

Karlsruhe, im November 1873. 


C. Spitz. 
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Erſter Abſchnitt. 
Goniometrie. 


8. 1. Einleitung. 


1) In der Elementargeometrie wurde gezeigt, daß aus 
einer gewifien Anzahl gegebener Elemente eines Dreieds bie 
übrigen ftets durch Gonftruction, und nur in ganz 
fpeciellen Fällen auch durch Rechnung gefunden werden 
können. Da nun aber befanntlich die auf rechnendem Wege 
erzielten Refultate einen viel höheren Grad von Genauigkeit 
gewähren, als die auf conftruirende Weife erlangten, jo war 
man genöthigt, — um ein Mittel ausfindig zu machen, das uns 
in den Stand fegt, allgemein die Beftimmung fehlender Dreieds- 
ftüde ihrem Maße nach aus den hierzu erforderlichen, ebenfalls 
dem Maße nad) gegebenen, Stüden rechnend vornehmen zu 
können —, die allgemeinen Gefege der gegenfeitigen Abhängigkeit 
der einander bedingenden Elemente eines Dreieds näher zu unter 
fuchen. Die Ermittelung eben biefer Abhängigfeitögefege iſt 
Gegenftand der ebenen Trigonometrie, die als ein fpecieller 
Theil der ebenen Bolygonometrie, welche diefe Unterfuchungen 
auf bie ebenen Vielecke ausdehnt, anzufehen ift. 

2) Um aber Seiten und Winfel eines Dreiecks durch einerlei 
Einheit auszudrüden, — was nothwendig geſchehen muß, wenn 
man beide Elemente rechnend mit einander verbinden und deren 
gegenfeitige Abhängigkeit durd) Gleichungen barftellen will —, 
müffen wir unfere Zuflucht zu den Aehnlichfeitsfägen der Dreiede 
nehmen. In denfelben wurde nämlich) gezeigt, daß bie Größe der 
Winkel eines Dreieds nicht von der Länge feiner Seiten abhängt, 

Spiß, Lehrb. d. Zrigomometrie. 4. Aufl. 





— 





8 Erſter Abſchnitt. 


ſondern durch das Verhältniß der drei Seiten zu einander, alſo 
durch unbenannte Zahlen ausgedrückt wird. (E. G. $. 146.) 

3) Iſt das Dreieck rechtwinklig, ſo genuͤgt zur Feſtſetzung der 
Größe ſaͤmmtlicher Winkel bekanntlich fehon. dad Verhaͤltniß von 
nur zwei Seiten deſſelben. (E. G. 8. 145 u. 147.) 


Nehmen wir z. B. an, es ſei das Verhaͤltniß einer Kathete 
zur Hypotenuſe wie m:n gegeben, fo haben alle rechtwinkligen 
Dreiede, welche man in der Art conftruirt, daß man vom Scheitel 
eines rechten Winkeld aus, irgend eine ald Einheit angenommene 
Strede m mal auf dem einen Schenkel neben einander trägt und 
vom legten Theilpunfte aus nad) dem anderen Schenkel eine 
Strede gleich n folher Einheiten ald Hypotenufe abfchlägt, übers 
einftimmende Winfel, da fie alle unter einander ähnlich find. 
(E. ©. 8. 147. Zuf.) 

Die Größe eines jeden der beiden fpigen Winkel im 
rehtwinfligen Dreied ift fomit von dem Berhältniffe 
zweier Seiten defjelben abhängig. 

Dieſe Eigenſchaft des rechtwinkligen Dreiedd macht ed uns 
möglich, die Winkel gleichartig mit den Seiten auszubrüden und 
mit dieſen vechnend in Verbindung zu bringen. 

4) Um fogleih den zur Sprache kommenden Gegenftand in 
feiner Allgemeinheit zu betrachten, wollen wir zunächft zufehen, ob 
fich nicht jeder Winfel, mag er fo groß fein, als er nur wi, 
auf die eben bezeichnete Weiſe beftimmen läßt. 

5) Kehren wir zu diefem Ende zur Erzeugung ded Winkels 
zurüd, fo ift befannt (E. ©. 12.), daß wenn von zwei zufamnen- 
fallenden und einander in ihren Anfangspunften dedienden Strahlen 
fich der eine um dieſen Punkt in gleichem Sinne in einerlei Ebene 
dreht, er mit dem anderen, als feft angenonımenen Strahle, bei fort- 
gefegter Drehung alle nur denkbaren Winkel bilden fann, und daß 
derfelbe, nachdem er einen vollen Winkel erzeugt hat, bei Weiter: 
drehung bis zur Erzeugung von zwei uud mehr vollen Winfeln, 
wiederholt fucceffiv bdiefelben Lagen annehmen muß, welche er 
während der erften Umdrehung angenommen hatte. 

6) Die Größe eined jeden Winfeld ift ſomit duch die An- 
zahl der ganzen Umprehungen und die Lage "deö . beweglichen 
Strahles gegen die des feften vollfommen beftimmt. 


Goniometrie. 3 


aber von der Anzahl der vollen Umdrehungen 

t, und biefelbe bleibt, wenn man biefe ganz 
wird ed vorerft darauf anfommen, ein Mittel 

1, eben biefe Lage des beweglichen Strahles 

utig firiren zu fönnen. 

zu biefem Ende den bei der Erzeugung irgend 

’ (Big. 1) als feft angenommenen Strahl AB, 

3 beweglich bes Big. 1 

I, den zweiten e 

Iben, fo heißt 

inem Punfte P ; 

chenkels auf den i 

te Strede PD ! 

d ber Abſtand ! 
derfelben vom B 

D die Abfeiffe » 


t man gewöhnlich durch y, legtere durch x. 
bfeiffe eines Punktes führen den gemeinſchaft⸗ 
rdinaten des betreffenden Punktes. 
(2,7) wird furzweg ein Punkt angedeutet, 
x und y fin. · 
ber unmittelbar ein, daß die Eoordinaten irgend 
zweiten Winfelfchenfeld mit dieſem ſtets ein 
€ bilden, defien Winkel beftimmt find, fobald 
B itgend zweier feiner Seiten fennt. 
er noch, zwifchen welche zwei auf einander 
eines echten Winfeld der betreffende Winkel 
It, fo ift aud) die Lage ded zweiten Winfels 
1 firirt. 
ıber jened aus den Coordinaten und dem 
el gebildete Beftimmungsbreied PDA in Bezug 
elſchenkel AB vier verſchiedene Lagen annehmen 
nad in Big. 2 (folg. Seite) dargeftellt find. 
yervor, daß das abfolute Verhältniß zweier 
8 allein noch nicht zur unzweideutigen Ber 
des zweiten Winfelfhenfels, oder, was damit 
zur vollfommenen Beftimmung ter Größe 
. 1» 





Erſter Abſchnitt. 

jeden Winkels ausreicht, ſondern daß wir außerdem auch die — 

ung ber Coordinaten in den einzelnen Faͤllen dabei in | 

ht ziehen müffen. | 
Fig 2. " ! 











) Zu dieſem Zwede dent man ſich im Scheitel A (Big. 3) 
beftimmenden Winfeld zwei einander rechtwinklig ſchneidende 











Goniometrie. 5 


Gerade (Coorbinatenahfen) XX’ und YY’ fo gezogen, daß 
die eine berfelben (die Abfeiffenahfe) XX’ mit dem erften 
Winkelſchenkel AB zufammenfällt, fo theilen diefe die Ebene des 
Winfeld in vier rechte Winkel oder Duadranten. Nehmen 
wir biefelben im Sinne ber bei ber Erzeugung eines Winkels 
genommenen Drehung aufeinanderfolgend, fo fällt ber zweite Winkels 
fchenfel eines Winfeld der Lage nad) in den 
erften, zweiten, dritten, vierten 
Quadranten, wenn biefer bezüglich zwifchen 
0 und R, Rund 2R, 2R und IR, IR und 4R 
liegt. Bon dem Winfel felbft ſagt man alsdann, er liege 
beziehungsweiſe im 
erſten, zweiten, dritten, vierten 
Quadranten. 
11) Sind nun (Fig. 8) 
XAC, XAC, XAC, XAC, 
vier Winkel, welche der Reihe nad in ben vier aufeinander⸗ 
folgenden Quabranten liegen, 
Pı PB, PB, Br 
vier Punkte der entfprechenden zweiten Bintelfentel, 
Zu Kuıyar xs/Ys⸗ Ka 
bezuͤglich deren Goorbinaten, und bezeichnen wir die ben Winfel, 
XAC, bes erften Quadranten beftimmenden Coordinaten x,,yı 
als pofitiv, A alfo ald den Anfangspunft berfelden, fo muͤſſen 
wir nach dem Begriffe der entgegengefegten Größen (A. A. $. 9) 
offenbar die von A aus gegen rechts genommenen Abfeiffen, 
fowie die von der Abfeiffenachfe XX’ nad) abwärts fallenden 
Drdinaten, im Gegenfage zu jenen, ald negativ in Betracht 
ziehen. 
Hieraus ergibt fidh, daß wir, behufs genauer Lagenbeftimmung 
des zweiten Winkelſchenkels, ſtets zu fegen haben: 
a) beide Eoordinaten pofitiv, 
wenn der Winkel im erften Quadranten liegt; 
4) die Abfciffe negativ, die Ordinate pofitiv, 
wenn ber Winfel im zweiten Quadranten liegt; 
y) beide Eoordinaten negativ, 
wenn der Winkel im dritten Quadranten liegt; 





— 





Erſter Abſchnitt. 


d) die Abſciſſe poſitiv, die Ordinate negativ, 


wenn der Winfel im vierten Quadranten liegt. 


12) Bezeichnen wir nun allgemein die ftetd als pofitiv anzu⸗ 
nehmende Entfernung eines Punktes des zweiten Winfel- 


ſchenkels vom Scheitel durh a, die Eoordinaten beflelben 


durch x und y, fo liegt umgekehrt nach Vorhergehendem ein 
Winkel: 

e) im erſten Quadranten, 
wenn die beiden Verhaͤltniſſe 


y x FR 
2 und 7 poſitiv 
find; | 
P) im zweiten Quabdranten, 
wenn 
2 pofitiv, - negativ 
iſt; 
y) im dritten Quadranten, 
wenn 
Y 0. * 
- ...- und — negativ 
& a j 
jind; 
d) im vierten Duadranten, 
wenn’ . 
| negativ, Z pofitiv 
ift. | 


13) Kennt man fomit von den beiden Berhältniffen z und - 


dad eine dem algebraifhen Werthe, das andere dem 
Rihtungszeihen nad, fo ift der entfprechende Winkel un- 
zweideutig beftimmt. 


Anmerkung. Daß der algebraifhe Werth eines dieſer Verhält— 
nifje allein nicht zur volllommenen Beftimmung eines Winkels ausreicht, 
ergibt fih unmittelbar aus der Bemerkung, daß jedes verfelben in den 
vier Quadranten zweimal den nämlichen algebraifchen Werth annehmen 


kann. So iſt z. B. 2 im erften und zweiten Ouadranten pofitiv, 3 


im zweiten und dritten Ouadranten negativ u. ſ. w. 


nam _ 
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Hitgetheilten geht deutlich hervor, daß bei den 
ſuchungen bie beiben Berhättniffe Z und 


'pielen werden. Aus diefen Grunde hat man 
Namen beigelegt, deren Eigenſchaften und 
igen genau unterfucht, den Theil der Triyonos 
Unterfuhungen zum Gegenftande hat, mit dem 
Yoniometrie belegt, und in biefer Hinficht 
oſt goniometrifche Functionen genannt, 


la, Aufgaben zur Uebung. 


nd eine Strede ald Einheit an und conftruire 
‚ntfprechen den Duotienten: 


®| 


aber negativ; 


aber pofitiv; 


auch negativ; 


2: 

-=+5 
5 

5 


2BIM BIN BIN DIN BIN PM mm 


auch pofitiv. 











Don den goniometriichen Functionen. 


8. 2. Benennung der goniometriichen Functionen. 


Bezeichnen wir durch @ irgend einen Winfel, durch a die 
Entfernung irgend eined PBunftes des zweiten Winfelfchenfels 
deffelben vom Scheitel, durch y und x die Coordinaten dieſes 
Punktes, ſo heißt: 

1) der Quotient aus ber Ordinate durch jene Ent- 


fernung ober 7 „ ber Sinus, 
2) der Ousticnt aus der Abfeiffe durch jene Ent- 


fernung ober - der Cosinus 


des Winkels «. 
Ferner | 
3) der Quotient aus dem Sinus des Winfeld ae durd 
| deffen Cosinus die Tangente, 
4) der Quotient-aus dem Cosinns des Winfeld « 
durch deffen Sinus oder der reciproke Werth 
der Tangente die Cotangente 


dieſes Winkels œ. 


Zuſatz. 
Beziehen wir die Definitionen 1) und 2) auf einen der ſpitzen 
Winkel eines rechtwinkligen Dreiecks insbeſondere, ſo laſſen ſich 
dieſelben folgendermaßen ausdrücken: 


Sinus 
Der Cosinus eines Winkels ift der Quotient aus 


der en Kathete durch die Hypo— 
tenufe. 


Anmerfungen. 1) Außer diefen vier Quotienten findet 
man häufig noch zwei weitere angeführt, indem man nämlich 
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ı reciprofen Werth des Cosinus des Winkels & bie 
cante, ” 
ı veciprofen Werth des Sinus bes Wintels « bie 
‚secante 

3 Winkel? @ genannt hat. 

ıber bei allen nachfolgenden Unterfuhungen die Ein 
viefer beiden Duotienten feinen erheblihen Nugen 
fo wurde von benfelben in vorliegendem Lehrbuche 
g Gebrauch gemacht, als von den ganz überflüſſigen 
jen Sinus versus und Cosinus versus für bie 
na 1 — Cosinus und 1 — Sinus. 

inus, Cosinus, Tangente und Cotangente eines Winfels 
erhältnißzahlen zweier Seiten eines rechtwinkligen Drei— 
tacte Zahlen, deren abfoluter Werth nur von der 
Winkels bedingt ift. Diefelben führen deshalb auch den 
niometrifhe Sunctionen over Winkelfunctionen. 


ezeichnung der goniometriihen Functionen. 


vieder @ irgend einen Winkel, fo bezeichnet man zur 
ien 

aus, Cosinus, Tangente, Cotangente 

durch 

@, cos , tgo, oot a. 
ı alfo, wenn a, y und x bie obige Bebeutung 
den in 8. 2 gegebenen Definitionen: 





‚_J _ sin “, 
a’ te To a’ 
x cos & 
u) ¶ cot ⸗ Me 


8 (1) und (2) die Werthe von sin « und cos « 
) ein, fo ergibt fi: 


7 x 
it], -2_! 
‚SyTy (6) cot & yy 

a a 


ıgente eines Winkels ift der Quotient aus 
inate durch die Abfciffe, 

nte Dagegen der Ouotientaus ber Abfeiffe 
e Ordinate 

3. Bunktes des zweiten Winkelſchenkels. 








ne 10 Erſter Abſchnitt. 


Zufäße. 
1) Für das rechtwinklige Dreied indbefondere folgt aus 6) 
und (6) unmittelbar: 


Tangente 
Die Cotangente 


aud der en Kathete durch die 


anliegende. 
gegenüberliegende. 


2) Aus den Beziehungen (1), (2), (5) und (6) erhält man der 
Reihe nad) unmittelbar die Gleichungen: 


eines Winkels ift der Quotient 











()y=asino; a 
(8) x =acoso; a = pn 
NVy—=xtgo; x — Fr 
(10) x = y ct; y- 


5. 4. Richtungszeichen der goniometriichen Functionen. 


Aus der Definition der goniometrifchen Yunctionen, in Ber: 
bindung mit dem in 8. 1, 11 Mitgetheilten, ergibt ſich in Bezug 
auf die Richtungszeichen berfelben unmittelbar Folgendes: 

1) Liegt ein Winkel im erſten Quapdranten, fo find 
ſämmtliche Sunctionen pofitiv. 

2) Liegt ein Winkel im zweiten Quabdranten, fo ift deffen 
Sinus pofitiv, deffen Cosinus negativ; alfo find Tan- 
gente und Cotangente negativ. 

3) Liegt ein Winfel im dritten Duadranten, fo find 
Sinus und Cosinus negativ, alfo Tangente und Co- 
tangente pofitiv. 

4) Liegt ein Winkel im vierten Quadranten, fo ift deffen 
Sinus negativ, deſſen Cosinus pofitiv, alfjo Tangente 
und Cotangente negativ. 


B Bu Ma 
u 





Goniometrie, 11 


iefe Refultate folgendermaßen zufammen: 





























| Sum. |u. Snap. 11. Ouar.| vv. Dad. 
| + + — — 
—— 
— * 





is, behufs leichterer Gedaͤchtnißeinpraͤgung, nach⸗ 
ngöweife der poſitiven Functionen entnehmen: 





ur 
4. 


I 





. 4a. Aufgaben zur Uebung, 


irgend eine Strede ald Einheit und conftruire 
kel @ für jede der nachfichenden Angaben: 








Hi, oa+; T)tge 3, in « —; 
5 


m sine+; d)ota=—2,cosa+; 








eos a ; Nsin« +, wa +; 


5, inea—; 10) 000%, ina-; 
csa—; 1l)tga -+5 sine; 
5 





Fz, snae—; 12)cota—=+7,cos« 


vis 
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8. 5. Goniometriſche Functionen des Complements eines 
Winlels. 


dig. 4. Iſt (Fig. 4) CAB—= « ein 
| fpiger Winkel, CAY = RN — 4 
deſſen Complement oder Ergänzung 

zu einem rechten Winkel, und fehen 





AN 











t wir für dieſen AY als erften, 
AC ald zweiten Winfelfchenfel, 
alfo in biefer Beziehung PF als 
“ Ordinate und AF als Ab- 
y feiffe des Punktes P an, fo ift 
nah 8. 2: 
sin (R— o) = net 
E | j | cos (R.-— a) = F — *. 
u Nun ift aber 
Fe _ PFF=-DA=x, 
Br AF=-DP =y, '‘ 
Br alfo auch 
— sin (R — eo) = 7 
— cos (R— eo) = * 
= Durch Vergleichung dieſer Beziehungen mit den Gleichungen (1) 
a und (2) des 8. 3. erhalten wir. unter der gemachten Voraus— 
S. fegung, daß « ein fpiger Winkel fei, die Relationen: 
a (1) sin (R — eo) = cos a, 
9 (2) cos (R — eo) = sin oe, 
= und hieraus nach 8. 3 (3) und (4): 








() ts G — 4) = cos (R—e) sin. 


cos (R—eo) sin« 


(4) ct (R — oe) = — a = — et 


— — — 


— nn — — 
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Beiſpiele. 
= sin (90°— 28°) — sin 620. 
24° = cos (90° — 36° 24°) — cos 530 36°. 
18° 15° tg (90°—67°18'15°)—=tg22041'45", 
2“ = cot (90° — 35° 42”) — cot 54059 18", 
Den fo eben entwidelten Beziehungen entfpringen die 
Cotangente, welde bezüglich ftatt complementi sinus, 
ftehen. Mar belegt hiernach die Functionen cos «a, 
em gemeinfhaftlicen Namen Cofunctionen des 
von den Hauptfunctionen sin « und tg « dieſes 
en. 


ı ztolfchen den goniometrifchen Functionen. 
in 8. 2 aufgeftellten Definitionen für jeden 


























sin @ 
is ⸗ cos @’ 
eot æ ⸗ — 
n@ 
sin @ 1 1 
ca co8@ cota@’ 
sin @ 
cos @ 1 1 
ine Sina ga 
cos @ 


‚, fo erhalten wir unmittelbar nachſtehende zwei 
en: 





cot @ 
1 

ge 

un ferner, daß 


J 


—F 
x|\? x? 
—J 


da 





— 

2 
Ä ’ 
"non 
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fo ergibt fich nach 8. 3 (1) und (2) ganz allgemein die Gleichung: 
„, X_yY+® 


sin?«*) + cos?« — 


a? a? a? 
oder, da nach dem —— iſchen Lehrſatze E G. 8. 126) 
24 x2 — a? 
(3) sine + code — 2 = 1. 2 


Aus vorftehenden drei Gleihungen erfennt man fogleich, daß 
wenn eine der vier goniometrifchen Functionen gegeben ift, ſich 
die drei anderen leicht in diefer ausdrüden laffen, man alfo im 
Ganzen zunächft 12 verfchiedene Relationen angeben fann, um 
die Abhängigfeit der goniometrihen Functionen von einander 
darzuftellen. 

Man findet nämlidy unmittelbar aus (3): 

(4)sine=+Yy1l — 1 — cos!«**) 
)co«—=+ty1l — sine. 

Führt man diefe Werthe in die Gleichungen 

i cos & 


sin « 
tg @ = — — und cot = — 
cos & sin a 


— — — — — 


*) Es bedarf wohl kaum der Erwähnung, daß bier der Kürze halber 
sin?« und cos’« ftatt (sin, ©)? und (cos «)? ftehen und daß ſich alfo die 
Erponenten bier und in ähnlichen Fällen ftet3 auf die betreffenden Functionen 
beziehen. Manche feßen den Erponenten auch dem Winkel an und hierdurch 
-find alſo die Ausdrücke 

. (sin œ)n, sinne, sin a" 
volltommen gleichbedeutend. 

*x) Da wir ung überzeugt haben, daß die mrigonometriſchen Functionen 
nicht immer poſitiv genommen werden dürfen, ſondern deren Vorzeichen 
ſich lediglich nach der Größe des betreffenden Winkels richten, werden wir 
unmittelbar zu der Folgerung geführt, daß denjenigen Formeln, in welchen 
eine Quadratwurzel vorkommt, ſtets eine doppelte Bedeutung beigelegt werden 
muß, fo lange der Winkel « nicht vollkommen beſtimmt iſt. 

Wir haben aus diefem Grunde 3. 2. allgemein zu ſetzen: 

sine = + yı — cos 
denn liegt z. B. « im dritten oder vierten Quadranten, ſo folgt: 
sin a — — VI co, 
oder wenn « im erften oder zweiten Quadranten liegt: 


sn & — yı — cos?e. 


« 
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leich die. vier Relationen : 





diefen vier Gleichungen die Werthe von 
hält man der Reihe nady: 
a 











icht wegen wollen wir bie gefundenen 
ben zufammenftellen: 
ga 1 








Fer 7 ER, A 8 
J ty ⸗ — 
1 





nen befonderer Winkel und Bergleihung 
Yinfeln, welche einen rechten überfteigen, 
Funetionen fpitger Winlel. 

J. 5) XX’ und YY’ zwei fi im Scheitel 
oinklig ſchneidende Coordinatenachfen, von 
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welchen bie eine XXmit dem erſten Winkelſchenkel 
ſammenfaͤllt, und denken wir und ben zweiten Winkelſche 
diefer Lage aus gegen AY um A gedreht, fo werden be 
die Ordinaten irgend eines auf ihm angenommenen :Buı 
fort und fort wachen und die zugehörigen Abfeiffen 
immer Heiner werben, je mehr ſich derfelbe der Lage AY 
(€. ©. 8. 9). 


Big. 5. 








Innerhalb des erften Duadranten hat fomit das W 
eined Winfeld eine Zunahme feined Sinus, dageg 
Abnahme feines Cosinus zur Folge, und umgekehrt. F 
Nullwinkel ift die Ordinate Null, alfo auch 

d) sin 0° = 0, 
Hieraus und aus $. 6 (5) folgt unmittelbar 





Folglich ift 
sin 00 0 
tar 
cos 0° 1 
(4) cot 00 — — et el 








(use > lee 


2 


— 


— — — —ñ— — — — · — nn 
0 
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2) Hat der zweite Winkelſchenkel eine ſolche Lage AB, an⸗ 

genommen, daß 
A BAX = 18° 
mißt, fo ftelt die Ordinate C,D, bie Hälfte der Seite bes 
regelmäßigen Zehnecks bar, weldes in einen Kreid vom 
Radius = AC, befchrieben ift, und man hat daher (E. ©. 8. 193) 
CD, = Aa I+P5); 

folglich | 


(5) sin 18° — cos 72° — CD, 


AG, [8.3 (1) und 8.5 (1)] 
=4(—-1+75) = 0,309017; 
alfo nach S. 5. (1) und $. 6 (5): 


(6) cos 18° — sin 72° = Y(1— sin 118%) = 4 y(10+27Y5) 
— 0,9510564. 
Hiernach wird ferner: 


0 
(7) ig 180 — cot 720 U F 


— 3077683. 





1 
0 0 — — 
(8) cot 18° — tg 72° — ig 180 
3) Nehmen wir nun an, e8 fei I B,AX = 30°, fo erhalten 


wir, da in diefem Falle A AC,D, ein halbes gleichfeitiges ift, 


CD, =;AtU, 
alfo 


oder _ 
(9) sin 30° — cos 60° = 4 = 0,5 
und hiernach 
(10) cos 30° — sin 60° = YI — 4= 473 = 0,8660254, 
omit 





11) tg 300 — cot 60° — en 2 = — +73 = 0,5773503, 
n 
0 — 0 = == — 
2) ct 30° — is 60° — 595 — 73 — 1,1320508 


Spig, Lehrb. d. Zrigonometrie. 4. Aufl. 2 





Erſter Abſchnitt. 


) Angenommen ber A B,AX betrage 45°, fo iſt A AC,D, 
leichſchenlliges rechtwinkliges, alfo 
CD, AD, > 
a, u AG, ’ 
sin 45° — cos 45°, 
ch nad) 8. 6 (3) 
) sin 45° — c08 45° — 4 72 — 0,7071068, 


Dig 450 — cot 450 —1. 
Iſt endlich der zweite Winlelſchenkel in die Lage AX 
men, alfo der erzeugte Winfel ein rechter, fo hat man nad) 
iormeln (1) bis (4) der SS. 5 und 7: 
)sinR— co 0! — 1; 
) cos R— sin (0; 
Rts R— 3 
) eot — 0. 
Nehmen wir nun an, es ſei B,AXx ein Winkel im 
ten Quadranten, C, bie nunmehrige Lage des auf dem 
n Winfelfhenkel angenommenen Punktes, ferner 

& BAY ,BAX = « 














GD, 1X; 

gt aus der Achnlichkeit der Dreiede AC,D, und C,AD,: 
GD, _ AD, i 
AG, "AT, | 
AD, _ CD, \ 
AG, "AG. 


nit Rüdficht auf $. 4. 2: | 
)sin (R-+e) =cos e; | 
)cea(R+e)=— sin o; 





R 
era BÜrn we um 
co(R+«)_ sin hi 
sn R+e) co.« B“ 








)cot (R+«) 
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tionen den Winkel BBAX’ — £ einzuführen, 
nah R’— £ ftatt @ und erhalten unter 
iormeln des $. 5: 

)= cos (X— 4) — ein 4; 

— sin (R— P) = — cos 4; 

— eot R-N)=—1gß; 

— R-M=— ct pi 

4 = 0 und berüdfichtigen -die Formeln 
Iten wir für die Functionen eines flachen 


sin 0° — 0; 
eos oo — — 13 
-80-0; 
- ct 0 — — oc. . 
IX einen Winfel im dritten Quabranten, 
es fei 
AX'= 4BAX= a, 


AX=2R+e, 
AD; _1_ AX zieht: 
GD, _ CD, 
AG, ” AG, 





AD, _ AD, 
AG, — AG’ 
8. 4. 8: 
) ⸗— sin eo; 
— oos ʒ 





sin (28 æ) _ — sine BEN 
IR Bei 
) co (2R +.) _ — cos« 
ein +ea) —sne 
mer durch 4 den Winfel BAY’ und fegen 
onen R— P ftatt «, fo erhalten wir unter 
iormeln des 8. 5: 
)=— sin (R—A)=— cos 4; 
)=— (RR) = — sin 3 
q* 











cot a. 


BE: 90 Erſer Abſchnitt 


(FM) tg (3R — 4) — tg (R—P) = ot 4; 
(38) cot (3R — 8) = cot (R— P) = tg 4 
‚Segen wir hierin $ = 0°, fo folgt: 


(39) sin 3R = — ca 00 — — 1; 
(40) cos 3R = — sin 0° = 0; 
(41) tg 3R= cot 00 0; 


(42) ct 3R— tg 00 0. 
8) Nehmen wir endlich an, es ſei BAX ein Winkel im 
vierten Quadranten und 
A B. AyV, — IBAX= o, 





alſo I BAX = 35R -+ oo, 
fo folgt, wenn man C,D, | AX errichtet: 
CD, _AD, 
AG, AG 
und 
AD, _ CD, 
AC, AC’ 
oder mit Rüdfiht auf 8. 4. 4: 
(43) sin (3R-+ oe) = — cos e; 
(44) co (IR-+a)= sine; 
alfv 


(45) tg (3R e«) = — cot a; 
(46) cot IR-+e)= — tg a. | 
Sepen wir wieder den fpiten Winkel B.AX — P und 
fubftituiren in vorftehenden Relationen R— P für &, fo er- 
halten wir: 
(47) sin (AR — 4) = — cos (N — 4) = — sin $; 
(48) cs (AR— A) = sn (R—P)= co8ß; 
(49) tg IR — 4) — — ce R— A)=—tgß; 
(50) ct AR— 3) — — tg (R— P)= — cot P. 
Nehmen wir hierin = 0° an, jo erhalten wir:  - 
(51) sin AR = — sin 0° = 0; 
(2) cos 4 R— cos 00 — 1; 
(653) tg 44 — — 0-0; 
(54) cot AR = — cot 00 = — m. 
-9) Segen wir die Drehung des zweiten Winfelfchenfeld noch 
weiter fort und laſſen alfo den Winfel über AR hinaus wachfen, 





m 
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8.1.5. für die goniometrifchen Bunctionen 


+9, 3 · 4R 9, ... 2· 44 4 9, 

n Winkel zwiſchen 0° und 4R und n eine 
veuge wre, auyl bezeichnet, diefelben Werthe, wie für bie 
goniometrifchen Bunctionen des betreffenden Winteld 9 felbfl. Es 
ift daher allgemein 
. (55) sin (IR + 9) = sin 9; 

(56) cos (4uR + 9) = cos 9; 
5) tg (MR +y)=tg 9; 
(58) cot (InR + 9) = cot 9. 


Beifpiele. 


1) sin 148° 8612" — cos (148° 36’ 12 — A 
— cos 58°86' 12" [nad} (19), 
sin (180° — 148086° 12‘) 
sin 31023‘ 48” [nad) (28)]; 
— sin (1360 48°40° — 90°) 
— sin 46°48 40" [nad) (20)], 
— cos (180° — 186°48'40°) 
— cos 48°11’20” [nach (24)] 
3) tg 150020” = — oot (150020” — 90°) 
— cot 60° 20° {nad} (21)], 
— (tg 180° — 150°20°% 
— 1g 29059°40“ (nad) (25)]; 
— tg (166°34'80° — 90% 
— tg 7603480“ (nad) (22)], 
ober = — cot (180° — 16603430) 
= — cot 1302530" [nad} (26)]; 
5) sin 240°27'10” = — sin (240°27'10” — 180°) 
— — sin 60°27' 10° [nady (81)], 
oder = — cos (270° — 240°27'10°) 
= — cos 2903250“ ſnach (35)]; 
6) cos 212016‘ = — cos (212° 16° — 180° 
‚os 32016° [nad (32)], 
— sin (270° — 212016‘) 
— — sin 5744° [nad} (36)]; 
7) tg 250048” — tg (250048 — 180°)] 
= tg 70048' [nad) (33)], $ 
eot (270° — 250° 48°) # 
— cot 19059'12" [nad} (37)]; ; 
8) cot 285020° — cot (235°20° — 180°) % 
= cot 550 20° [nad} (34)], a 





oder 
2) cos 1860 48° 40 


ober 


ober 


4) cot 16603430 








oder 








oder 





S 
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oder tg (2700 — 2850209) 

tg 34040 Inach (38)]; 

— cos (B200 18°50” — 270°) 

— cos 50°18°50° [nady (43))], 

— sin (360° — 320° 1850) 

— sin 890 41° 10“ ſnach (47)]; 

sin (318037° — 2709) 

sin 48037° [nad} (44)], 

cos (360° — 318037°) 

cos 41° 23° [nah (48)]; 

— cot (2909 40° — 270°) 

— cot 20° 40° Inach (46)], 

— tg (360° — 2909 40°) 

— tg 699 59'20° [nad (49)]; 

— tg (350° 48° 10° — 270°) 

— tg 800 48° 10” [nad} (46)], 

— cot (360° — 850° 48° 10°) 

— — cot 99 11'50° [nad (50)]; 

13) sin 385045’ sin(385045'—360°)— sin25045 “(nad (55)]; 

14) cos 9820 — cos (982° — 2.360°) — cos 262° [nad (56)]; 
— — 003 (262°—180°) —= — c0882°[nad} (32)]; 

15) 18 12200 — tg(1220° — 3.3600) — tg 140° [nad (57)]; 
— — tg (180° — 140%) = — tg 40° [nad (25)]; 

16) cot 17600 = cot (1760° — 4.3609) — cot 3200[nad(58)], 
= — c0t(360° — 320°) —= — cot40° [nah (50)]. 


9) sin 320° 18’ 50° 
oder 

10) cos 31837‘ 
oder 

11) tg 290°40° 
oder 


12) cot 3500 48° 10° 


BEEEEEZEEEZEEER 


oder 


8.8. Darstellung abitracter Zahlen durch goniometrijche 
Funetionen. 


Wie man fi) nad) Obigem leicht überzeugt, hat ein Wachſen 


eines Winkels von 00 bis AR bald ein Größers, bald ein 
Kleinerwerden der goniometrifchen Yunctionen zur Bolge, und 
wenn man bie gewonnenen Refultate in Bezug auf diefe Aenderung 
der Bunctionen näher ind Auge faßt, fo gelangt man zu dem 
Schluffe, daß die Sinus und Cosinus jeden zwifchen — 1 und +1 
"liegenden, die Tangenten und Cotangenten dagegen alle mög- 
lihen pofitiven und negativen Zahlenwertbe annehmen 
fönnen. 

Jede denkbare pofitive odernegative Zahl kann 
demnad dur cine gewiffe goniometrifhe Function 
irgend eined Winkels ausgedrüdt werden. 

Bon dieſer Eigenfchaft der goniometrifchen Yunctionen läßt 


fi) oft mit Vortheil dann. Gebrauch machen, wenn verwidelte 





— — — — — 





a —— nn 
‘ 
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Ausdrüde auf einfachere zurückgeführt, oder unlogarithmiſche Aus- 
drüde für die logarithmifche Rechnung bequemer gemacht werden 
follen. Man führt zu diefen Ende einen fogenannten Hilfs: 
winfel ein, wie dies fpäter an einigen Beifpielen näher erläutert 
werden foll. 


8; 9. Erzeugung negativer Winkel. 


Bei den Unterfuchungen über das Verhalten der goniometrifchen 
Bunctionen in ben verfchiedenen Duadranten — welche den 
Inhalt des 8. 7 ausmachten — haben wir ftetd die Winfel ftil- 
ſchweigend als pofitiv vorausgefeht. Nehmen wir nun aber an, 
der den Winkel erzeugende Strahl drehe fich zwar wieder um den 
Anfangspunft und durchlaufe ale Quadranten ein oder mehre 
Mal, aber die Drehung gehe in einem der früheren Bewegung 
entgcegengefegten Sinne vor fd, fo find offenbar die auf 
ſolche Weife gebildeten Winkel in Bezug auf bie früher ers 
zeugten ald negativ anzujehen. 

- Entgegengefegte Winkel find demnad foldhe Winter, 
welche durch entgegengefegte Drehung des beweglichen Strahles 
von dem feften. Strahle aus erzeugt wurden. 

Sind nun (Fig. 5) BAX und B,AX zwei entgegengefeßte 
Winkel, ift nämli I B,AX pofitiv, alfo I B,AX negativ, 


. fo kann man fich den legteren auch dadurch entflanden denken, 


daß der bewegliche Schenkel zuerft von AX aus um A gegen 
AY hin fidy bis in die Lage AB, gedreht, dann aber wieder in 
entgegengefestem Sinne einen vollen Winfel erzeugt hatz woraus 
hervorgeht, daß, wenn « jeden beliebigen Winkel bezeichnet, der 
fleiner ald AR ift, durch & — AR jeder negative Winkel aus⸗ 
gedrüdt wird, der abſolut kleiner als AR ift. 


Da es in Bezug auf den Abſolutwerth der goniometriſchen 
Functionen eines Winkels einerlei iſt, in welchem Sinne die 
Drehung des beweglichen Strahles bei der Erzeugung des be— 
treffenden Winkels erfolgte, wie viele ganze, in beliebigem Drehungs— 
finne genommene Umläufe er außerdem noch gemacht hat, fo 
müffen auch, wenn « irgend einen pofitiven oder ‚negativen, 
zwifchen 0° und 4R liegenden Winkel bezeichnet und burd) n eine 
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ganze poſitive oder negative Zahl angedeutet wird, folgende Be⸗ 
ziehungen gelten: 

(1) sin (+ 4nR® + ao) =sino; 

(2) sin (+ AnR -— «) = sin (— 0); 

(3) cos (+ AnR + a) = cos a; 

(4) cos (+ 4nR# — a) = cos (— e). 





8. 10. Functionen negativer Winkel. 


Es feien nun (Fig. 6) A CAB und CAB zwei abfolut 
gleiche, aber entgegengefegte Winfel, und erfterer durch + «, 
| Fig. 6. legterer durch — & bezeichnet, wo demnach 
durch «, abfolut genommen, ein beliebiger 
zwifchen 0° und AR liegender Winfel aud- 
gedrüdt wird; fo erfieht man fogleich, daß, 
wenn man CB und C’B’ | AB errichtet, 
abfolut genommen 

CB’ CB 
. ACC ACC 
if. Da aber die Winfel + « und — « 
durch entgegengefegte Drehung erzeugt zu 
denken find, fo hat man offenbar auch bie 
Drdinaten CB und C’B’ als einander entgegengefegte zu betrachten. 
Man hat demnach C’B’ in Bezug auf OB als negativ anzu⸗ 
nehmen, fodag wir eigentlicdy zu feßen haben: 





CB CB 

- Au = a0 

oder | 
(1) sin —o)=— sine, 


db. h. der Sinus eined negativen Winkels ift gleich dem. 
negativen Sinus deffelben pofitiv genommenen Winkels. 
Da ferner | 

‚AP‘ AB 

AC' 7 AC 
aber AB’ und AB für + @ und — « ganz in gleichem Sinne 
fih mit dem abfoluten & ändern, fo ftimmen beide Duotienten 
in Bezug auf die Vorzeichen vollfommen überein, und man hat 

(2) cos (— a) =cose, 








or 
um. 
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d. h. der Cosinus eines negativen Winkels ſtimmt 

ſowohl in Hinſicht des Vorzeichens als per Größe mit dem 

Cosinus deffelben pofitiv genommenemWinfels überein- 
Aus den gewonnenen Refultaten fließt unmittelbar: 














_ an (—e) sin & 
VE — eo) ca ge; 
co(—a) _ ca 
(4) cot (— oe) = ine) ma cot a; 


Man überzeugt fich leicht, daß die Refultate (1) bis (4) erzielt 
werden, wie man auch ben Winfel « annehmen mag. Diefelben 
find fomit allgemein giltig. 


Beiſpiele. 
1) sin (— 48027) = — sin 48027°[8. 10(1)]; 
2) sin (— 158048) = — sin 158048° 
— — sin 21012'[8. 10(1) und 8. 7. (23)]; 
3) sin (— 220040) = — sin 220° 40°’ = — (— sin 40° 40°) 
— sin 40040°[8.10(1) und 8.7 (31)]; 
4) sin (— 760038’) = — sin 7600 38° 


— — sin 40038 [8.10 (1) und 8.7 (55)]; 
5) cos (— 300°10°) = cos 300010’ 
= cos 59050° [$. 10 (2) und 8. 7 (48)];. 
6) cos (— 476°) = cos 476° —= cos (476° — 360 
— cos 116° [8. 10 (2) und 8. 7 (56)] 
= — (008 (180°—116%)— — cos 64°[8.7(24)]; 
7) cos (— 1770°) = cos 1770° = cos (1770°—4 ‚360°) 
== 008330'[8.10(2) und 8.7(56)] 
— c08 re cos 30° [8. 7 (48)]; 


8) tg (— 58° 32°) — — tg 58° 32° [$. 10. (3)]; 
| % tg (— 320%) = — tg 320° — — (— tg 40°) 
= 18.100187 (do); 
10) tg (— 936°) = — tg 936° = — tg (9360—2.360°], 


— — tg 216018. 7. (57)] 
—— tg (216° _ 1809) — — 18 360[8. 7 (33)]; 
11) cot (— 157%) = — cot 157° = cot (1800157) 
— cot 23° [8. 7 (26)]; 
12) cot — 1000°) —-cot (10000- 2. 3600) = — c0t280°[8.7(58)] 
— — [-— cot (360°—2800)]= cot 800 [8. 7(50)]. 


8. 11. Beweis der allgemeinen Giftigfeit der Relationen 

sin (R — 9) = cos Y und cos (R — 9) = sin 9. 
Mittelft der in vorhergehenden Paragraphen entwidelten Säße 

find wir nun im Stande nachzumeifen, daß die Gleichungen (1) 
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und (2) des 8. 5, welche bekanntlich unter der Beſchrä 
geleitet wurden, daß @ einen ſpitzen Winkel bezeid 
gemein giftig find, oder daß man allgemein hat: 
sin (R— 9) = 0089, 
co (R— 9) = sin 9, 
wenn g irgend einen zwiſchen 0° und AR liegenden Winkel 
Hierzu ift e8 nothwendig, bie Richtigkeit vorftehend 
für jede der drei Annahmen 
yaR—— sg = MR +, y=AR—ı 
wo « einen fpigen Winfel ‘bedeutet, befonderd darzuth 
Erfte Behauptung: sin (R— 9) = cos p. 
Beweis. 
Erfter Fall. & ig=M—e, 
fo ift 
sin (R — 9) ein [R — (2R — e)] = sin | 
= — sin (R— e) (5. 10 (U)] 
—= — cos a [$. 5X1)] 
cos (2R — e) [8. 7 (24)] 











= .c089 
Zweiter Fall. &Efiy=M+e, 
fo folgt: . 
sin (R— 9) sin [R — (2R + a)] = sin [— 


— sin (R+ a) [8 10. )] 
cos a [8..7 (19)] 
cos (2R + «) IS: 7 (82)] 
c08 9. 
Dritter Fall. & fi y=IR— a, 
fo hat man: 
in RN bin R— AR — a)] — sin (— 
— — sin (3R — «) 18. 10 (1)] 
cos « [8. 7 (35)] 
— cos(4R — a) [$. 7 (48)] 
= c0g. 
Zweite Behauptung: cos (R — 9) — sin p- 
" Beweis. 
.  Diefer kann ähnlich wie der vorige für jeden bei 
fehiedenen Fälle befonders geführt werden; Fürzer je 
ſich die Richtigkeit auf folgende Weife: 





11111 








vn ee 
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Da wir eben die völlige Allgemeinheit der Gleichung 
cos p = sin (R — 9) 
nachgewiefen haben, fo ift aud) 
cos (R — 9) = sin [R — (R — g)] = sin 9. 
8. 12. Beitimmung ded Sinus und Cosinus der Summe 
zweier Winlel. 


Es fei (Big. 7) Fig. 7. 
&AIBH = oa, 
I HBG = ß, 
alfo H 


IIBG - 8, 
and vorerſt a HA <N. 

Fällt man von irgend einem Punkte D 
des Schenfeld BG au die Perpenpdifel DA 
und DE beziehungsweife auf BH und BI 1 
und zieht AF //IB, fo ift: Bun 

. DE FE-+DF AC+DF AC,DF 
in (A) == DE DB —DBrÄDR 
oder 








. AC AB DF AD 
sin (a+f) = a DBTAD'DE' 
Nun bat man aber: 


x 


BT sin @, 

22 = 008 f, 

2 — cos denn JADE — ABO = 0), 
und 

33 = sin ß, 


folglich ift auch 

(l) ein (&æ 4 4) = sina cos ?-+cos a sin ß, 
d. h. der Sinusder Summe zweier Winfeliftgleich der 
Summe der Brodufte aus dem Sinus eines jeden . 


Winkels in ben Cosinus des anderen, 
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Unter der gemachten Vorausſetzung hat man ferner: 


CB — CE 

co (2 -+ Pf) = = np 
_ OB u AF 
- DB DB 


CB AB AF AD 
—AB’DB AD’ DR 
ober, wenn man bie Debeutung ber einzelnen Quotienten berüd- 
ſiichtigt, 
(2) co (e + Pf) = cos a cos f — sin e sin ß, 
d. h. der Cosinus der Summe zweier Winkel iſt gleich 
dem Produkte aud den Cosinus der beiden Winkel 
weniger dem Produkte aus ben Sinus berfelben. 


Anmerkung. 


Vorſtehende Relationen (1) nnd (2) können unter ‚der gemachten 
Vorausſetzung auch leicht mittelft des Ptolemäifhen Lehrfages 
(E. ©. 8. 166) auf folgende Weife 

dig. Ta’ hergeleitet werden. Iſt behufs ver 

B Entwidelung der Gleichung (1) 

ABCD (Fig. 7a) ein Kreisviered, 
deſſen Diagonale AC mit dem Durch: 
meſſer zufammenfällt, fo befteht nad) 
ben Ptolemäifchen Lehrſatze die Glei— 






@..... Ne HB: 
} AC « BD=BC » AD-HAB » CD 
! Zieht man nun den Durchmeffer BE, 
verbindet E mit D und bezeichnet 
/ B> bie Winfel BAC und CAD bezüglich 
I durch « und /, jo hat man, ba die 
E Winfel ABC, ADC und BDE rechte 
find, nad $. 3 (7) u. (8): 
BD = BE sin BED = AC sin BAD = AC sin (@« + A) 
BC = AC sin BAC = ACsino, 
AD = AC cos CAD= AC cos f, 
AB=ACcosBAC=AC cos a, 
CD = AC sin CAD = AC sin f. 
Durch Einführung diefer Werthe in die Ptolemäifche Gleichung folgt 
nach Weglaſſung des gemeinſchaftlichen daltors AC? wieder unmittel- 
bar bie Relation 


sin (@ 5) = sin a os B + cos a sin P. 


Iſt ferner, um die zweite Relation herzuleiten, ABCD (Fig. 7b) ein. 
Kreisviered von der Eigenfchaft, daß eine Seite AD zugleich Durd- 





euye 5 
—F 
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8 ift, und bezeichnen wir die Winfel ADB und 

seife durch = und 2, fo hat man: 

}AD = AD cos f, Fig. Tb. 

\DB = AD cos a, 

IBE 

os (R— I. BEC) 

R— 2 BAC) 

T(R—a— A) 

HP) 

DB= AD sine, 

AD — AD sin f. 

diefe Werthe wieder 

? Öleihung ein und 

gemeinſchaftlichen 
ſo erhält man: 
co = cos («+ Pf) + sin «sin 4 





+P)= ws a cos 4 — sin « sin f. 


‚ der allgemeinen Giltigleit der Relationen des 
vorhergehenden Paragraphen. 


nachten Vorausfegung haben bie Relationen (1) 

12 nur für den Fall Giltigfeit, daß 
a+B<R 

rächft die Richtigkeit der Gleichung (1) für alle 

aachzuweiſen, feien @ und 4 irgend zwei (pofitive) 

b nm und m zwei (pofitive) ganze Zahlen, fo find 

plichen (pofitiven) Winkel ausgedrüdt durch 


1 ober AmR + P, 

R+a, >: MR R+L, 
t+e, » 4mR+2R-+P, 
f+e, » 4mR+3R-+ P. 


ber nad $. 7 (55) und (56) für $ und 
Irenzen 0° und AR allgemein die Beziehungen 


+9) = sin ꝙ, sin (AmR + y) = sin y, 
+9) = 0089, cos (AmR + Y) = cos y, 
ı die Richtigkeit obiger Relation (1) für jeden 


der zwei Winfel darzuthun, nur nachzuweiſen, 


10 Relationen richtig find: 
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1) sin (@ + 4) = sin @ cos $ + cos a sin 4; 
2) sin [(R-+ ce) + Al=sin(R-+ «) cos 4 

+ 008 (R + a) sin #5; 
3) sin [((2R-+«)+ A] = sin (2R + a) cos 4 

+ cos (2R + a) sin 4; 
4) sin [(IR-+a) + 41] = sin (IR + a) cos 4 

+ c0s (3R + «) sin 4; 
5) in R+J HR A=Ein(R+ a) cos (R+P) 
+00 (R+e) sin (R+ 4); 
6) sin [(2R+a) + (R+ A] = sin (OR +0) cos (R+P) 
cos (2R-+ a) sin (R+ A); 
7) sin [ER+E)+ (R + M} = ein (BR +) con (R + M 
+ cos (IR + eo) sin (R+ PB); 
8) sin [OR-+ a) + AR +B)] — sin (2R + a) cos(2R + £) 
+ cos (2R + e) sin (2R + P); 
9) sin [IR -+e) + (2R + H)]— ein (BR + a)cos(2R +P) 
+ cos (8R + «) sin (2R + £); 
10) sin [OR-+e)+ (IR + A)l=sin (IR + ©) cos (R + A) 

+ c08 (3R + a) sin (IR + P). 


Beweis fürl. 


Erfter Fall. @ffa HE <N. 
Die Richtigkeit für diefen Fall beruht in obiger Herleitung. 
Zweiter Fall. @fia HE >R. 
Sept man 
Rad B=R-H, 











’ 


alfo 
woR—a,  BER-B, 

fo wird 

AR — (+ A), 

alfo jedenfalls AHAF<R 

und man erhält daher 

sin (a4) — sin [R—@) + (RB) = ein [OR—(® HP] 
— sin (@ +8) [8 7 231, 
— sin @’ cos £' + cos a’ sin #' [$. 12 (1)], 
— sin (R—e) cos (R—#) + cos (R—a) sin (R— P) 
— cos a sin # + sin a cos # [$. 5 (1) und (2)], 
= sin @ cos ß + cos « sin 4. 
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Beweis für 2. 
Erfer Fall. & fi a + P<R. 
Man hat 
sin[(R-+e)+P] — sin [IR+ (a+P)])=cos («+ß) 18. 7 (19), 
= cos a cos 9 — sin « sin £ [$. 12 (2)]. 
= sin (R + «) cos? + cos(R-+ e) sin ß 
[8- 7 (19) und (20)]. 
‚Zweiter Fall. &fia HI>R. 
Sege wieber 
Ra, BER—P, 
fo wird 
sin[(R+e)+A] sin [BR — (e’+PN)] oos («'+ß') 
18. 7 Goyſ 
= — cosa’ cos’ + sin a’ sin #’ [8.12 (2)], 
= — [cos (R—e) cos (R—/) 
— sin (R — 0) sin (R — A], 
= — (sine sin d— cosa cosß) [8.5 (l)u.(2)], 
— cos(R+e)sin + sin (R-+ «)cos 4 
[8. 7 (19) und (20)]. 
Beweis für 3. 
Erfter Fall. Es ſei« + 4 R. 
Man bekommt alsdann: 
ein [OR+«)+A]= sin [2R+ (+ A)]= — sin (c+A)[S.7 FD), 
= -- (sin «cos + cos «sin ß) [8.12(1)), 
= — [—sin (2R-+a) cos d— cos(2R-+e) sin] 
(8. 7 (81) und (82)], 
=  sin(2R-+a)cos ß + cos(2R-+-«) sin ß. 
Zweiter Fall. & ia +P>NR. 
Sept man wieber 
e—=R—a, BER—P, 











fo wirb 
sin[ER+e)+P]=sin AR— (a’+4)]= —sin(e' +8) [8.7(47)], 
= — (sin a’ cos ß’+ cos a’ sin ff’), 
— [sin (R—e)cos. R—B)+cos(R—e)sin(R—P)], 
= — (cos asin d+ sin «cos Pf) [8.5 (1)und @)], 
= — [— cos (2R-+a) sin ®— sin (2R+«) cos A] 
18.7 (81) u. (82), 
— 008 (2R+ «)sin A-+ sin (2R-++ «) cos ß. 














lt 


Nofehitt. 


füͤr 4. 

B<R. j 
FAI=—c08(a-+A) [8,7 (43)], 
in «sin 9) [$. 12(2)], 

608 ß— cos (3R-Fa) sin 2] 

[8.7 (43) u. (44)], 

- e0s(3R-He) sin £, 

-BDR. 


B=R—B, 


+A)]=sin[R —(@ +] - 
[8.7 (55)], 
19), 


‘sin? [$. 12 (2)], 

9) —sin (R—e) sin (R—$), 
218.5 (1) u. (2)], 
In(BR-Ha)cospfg. 7(43),(44)]. 
ir, 

<NR. 


+a@+AM = —sin(e+%) 
[8.7 (47)], 
zsinß) [$. 12 (1)], 
9) + eos(R-Ha)sin (R-+4) 
[8.7 23) u. (24)j. 

DR. 


IER— A, 


HAN =—sin(a/+ 9) 
18.7 (a7), 
“sin £) [8.12 (1)], 
‚08 ß) [8.5 (1) u. (2)], 
Ir eos(R-+e)sin(R-+4) 
[8. 7 (19) u. (20)]. 
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Beweis für 6. 
sin[(2R+2)H{R-+91— sin [(IR-+a)-+ P)], 
—=sin (3R+ «) cos$-+-cos (3R-60) sin} (nad) 4), 
—= — cosesin (R+P) + sin @-— cos (RP) 
[$. 7 (19), (20), (43), (44)], 
— 008 (2R-+e) sin (R) 4 sin (2R-+a)cos(R-+£) 
[8.7 G1) u. (82)]. 
Beweis für 7 
sin[(BR+E)-HR-+9)]=sin[AR-H(@+9)]=sin (c+4)[8.7(55)], 
= cos «sin # + sin a cos £ (nad) 1), 
— — sin (I3R-+e) · — co (R+P). 
+ cos ($R+a)sin(R+-P) [8-7 (19), (20), (43), (44), 
—=sin (3R+e) cos —— 
Beweis für 3 
sin[(2ZR-+E)+(2R + 4)] = sin [AR+ (« +P)] = sin («+ ß), 
—=sin @ cos # + cos «a sin ß, 
— sin (2R-+e)cos(2R+P)+cos(2R-Fe)sin(2R+-P) 
[8-7 81) u. (82) 
Beweis für 9. 
sin] RHEIN] —=sin [IR + («+P)] = sin (R-+e)-+ß] 
[8. 7 (55)] 
—=sin (Re) cos $ + cos (R-He) sin 3 (nad) 2), 
— cos @ cos ß — sin « sin 9 ($. 7 (19) u. (20)], 
= sin(IR+e)cos(2R+I)+cos(IR-+a)sin(2R-+-/) 
[$. 7 (31), (32), (43), (44)]. 
Beweis für 10. 
sin[(IR-+a)+(IR-+P)]=sin [6R+ («+#)) —sin[(2R+a)+ß] 
[8 7 (55)], 
„—=sin AR +.) cos + c08(2R-+ «) sin? (nad 3), 
= —sin & + — sin (3R-HP) — cos @ cos (IR-+-P), 
| = cos(IR-+a)sin(IR+P)-+5in(IR+)cos(IR+-P). 
Hiermit wäre alfo die allgemeine Giltigfeit der in 8. 12 ge- 
| vonnenen Relation (1) nachgewiefen und es ift nun mittelft der- 
Ä elben leicht, audy die Allgemeinheit der Gleichung (2) darzuthun. 
Bezeichnen zu diefem Ende nun @ und 4 zwei Winfel, 
‚welche innerhalb der Grenzen 0° und AR alle Werthe annehmen 
Fönnen, fo ift nad) 8. 7 (15) und (16) | 
Epip, Lehrb. d. Trigonometrie. 4A. Aufl. 


— —— — —— — 
* * 
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c08 (nA) = sin Roos (a+A) 4 cos & ein (a-. WE 
oder nah 8. 12 (1): | 
co (ce + A)= sn [R+ («+ 4)] 
— sin[(R+ oe) + P)] 
=sin (R+.)cosß-+ cos (R-+e) sin P. 
Run ift aber | 
sin(R+ ea) =sinRcos@ -+cosR sin «[$. 12 (1)] 
= cos « [$. 7 (15) u. (16)] 
und nad) 8. 11: 
cos (R+e) = sin R—(R-+ e)] 
= sin (— oe) = — sin «[$. 10 (1)]; Ä 
folglid) aud) | 


cos (x + 4) = cosa cos f — sin « sin f. 


Anmerkung. 


Schneller gelangt man bei der allgemeinen Herleitung der 
Ausdrücke für sin (@ + P) und cos (a + P) zum Ziele, wenn 
man babei von den compleren Zahlen ausgeht. 

Bezeichnet nämlich XX’ Die unfere natürliche Zahlenreibe ver⸗ 
ſinnlichende Gerade (A. A. I. 8. 9), A den Nullpunkt, AX bie 
pofitive Hälfte derſelben, P irgend einen Punkt der die Zahlenlinie 
enthaltenden Zahlenebene (A. A. 8. 118a), r feine Entfernung 
von A, a den Winkel, weldhen r mit der pofitiven Halbzahlenlinie 

AX bildet, Ya die durch den Punkt P graphifch dargeſtellte allge- 
meine Rihtungszahl (complere Zahl), ferner y ganz allgemein 
bie Maßzahl der Ordinate, x ebenfo die der Abfciffe des Punktes 

P in Bezug auf den Nullpunft A und die pofitive Halbadıfe AX; 
jo repräfentirt die’ complere Zahl x + yi ebenfalls die dur den 
Punkt P vargeftellte Zahl (A. X. I. S. 118a Zuf. 1) und es ift fomit 





| 
Ä 
Ä 


K=XxıHtYJ .......2.. (1) 
oder aud) 
Ta x . 7 
T T r ' r - 
Nun ift aber 
Ta 7 
„= |. — 1, (4. 9. I. 8. 118a, 4), 
alfo 


L=-+i7 
T T 
oder da ganz allgemein 


X y . 
r’ T 





m 
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L-wetisne........ (@ 
Ebenſo findet man: 

womßtiind) @ 
123 oaß—isin ft “ 
1a, = cos (a+ A) +isin(@+ß) ..... e 

Nun iſt aber auch (A. A. I. 8. 118a, 8): 
i SE Pe Vo . . . . ... @& 


alfo wenn man aus (2), (3) u. (4) die betreffenden Werthe in 
einführt: 
eos(a+A)+isin (e+f)—(cosa +isine) (cos +isinf) 
woraus unmittelbar folgt, wenn man die imaginären, ſowie 
reellen Theile beiver Seiten einander gleichfegt (A. A. I. $. 117, 
sin («+ f) = sin @ cos A + cos « sin ß, 
cos (@ + 8) = cos @ cos A + sin « sin P. 
Da ferner nah A. A. I. 8. 1188, 5. 
(1e)® = Ina U. (1-e)? = 1_n0 
fo erhält man fofort die fogenannte Moinre’fhe Gleihung: 
(os « +isin a —cosnetisinne..... (@ 
Weil aber 


(cos a + isin a)" 





1 1 
(cos @ + i sin «)® cos na + isin 
cos ne Fi sin ne 

(osna Fisinn a) (cosne Fisinne) 
_ @snefisinne 
cos ꝰ ne + sin? 
— cos (— na) +isin (— ne) 
fo hat die Moivre'ſche Formel auch fir negative Erponenten | 
tigfeit. 

Segt man hierin 

















ſo folgt 





cos 2 tim) — 008 p + i sin 9. 
Zieht man num beiderſeits die nte Wurzel aus, fo refultixt 
ı 
(cos pP +isingy)” — cos ?+isin 


aus hervorgeht, daß die Moivre'ſche Formel auch für gebror 
tponenten gilt; denn man hat allgemein: 
3* 


— [|| — — 
8 
I 

— 
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PD 4 
(cos & Lisine) ? —=|(cosa@ i bsin a): 
' 1 
— (cos p@ ti sin pe)" 
— co? « +isin®e... (7) 
n n 
Bezeihnet m irgend eine ganze pofitive oder negative Zahl und 
jegt man in den Öleihungen (6) u. (7) & + 4mR ftatt @, ferner 
sin (æ + 4m) = sin @ u. cos (@ + 4mR) — cos « 
jo folgt allgemein: 
(ecos& +tisine)"—=cosn(@< +4mR)-+isin(@ + 4m)... (8) 


Pr 
(cos& tisine) ? —= cos”. («+4m®R)-Lisin — (a+4mR) ... (9) 


8. 14. Beitimmung des Sinus und Cosinus der Differenz 
zweier Mintel. 


Segen wir in den Relationen (1) und (2) des 8. 12 
\ ae — ſtatt eo, 
wo 
a>Pp 
vorausgeſetzt wird, fo gehen diefelben über in 
sin & = sin (a — P) cos ? + cos (a — Pf) sin ß, 
cos «= cos (x — Pf) cos P — sin («x — P) sin Pf. 
Multiplieirt man die erfte ber vorftehenden Gleichungen mit 
cos /, die zweite mit sin 4 und fubtrahirt die gewonnenen Re- 
fultate, fo folgt: 
sin @ c08 ß-— cos a sin A= sin (a—P) (cos? + sin?2ß), 
oder da nach 8. 6 (3) 
co8?#? + sıin?? —=1 
iſt, auch 


sin & cos 4 — cos a sin f = sin (x — Pf) 

oder . 

(1) sin (@e — f) = sin a cos 4 — cos « sin ß, 
d. h. der Sinus der Differenz zweier Winfel ift gleidh 
dem Brodufte aus dem Sinus des erften Winfels in 
ben Cosinus ded zweiten weniger dem Produkte aus 
dem Cosinus bed erften Winfeld in den Sinus des 
zweiten. 








Goniometrie. - “ 37 


an in analoger Weife die erfte der beiden obigen 
in 9, die zweite mit cos und addirt die Res 
nan: 

in « sin ? = cos (@ — f}) (cos?? + sin?) 


-ß) = cos a cos ß + sin « sin f, 
nus ber Differenz zweier Winkel ift 
ne der Produkte der Cosinus der beiden 
Sinus derfelben. 
erft wurde, gelten die Relationen (1) und (2) 
der Vorausfegung, daß 

a>pß. 
zu zeigen, daß biefelden auch Giltigkeit haben, 


B>a 


sin [—(P—e)] = — sin (d—e) [$. 10 (1)], 
208 [—(P—«) = cos (P— a) [8. 10 (2)], 
(1 und (2) ganz allgemein: 

— (sin 4 cos @ — cos f sin «) 

sin @ cos ? — cos « sin ß, 

cos ß cos a + sin Asin« 

cos « cos A + sin a sin f. 


gen. Setzt man in $. 12 (1) und (2) — A ftatt A, 
u denfelben Nefultaten. Jene Relationen gelten fomit 
edenpofitiven und negativen Werth von « und und 
iſt nun leicht nachzuweiſen, daß allein. 7 von 
Reltten Gleihungen auf dann noch giltig 
und 4 nicht mehr, wie dort angenommen 
Wintel bedeuten, ſondern irgend einen 
erth annehmen. 


unung der Tangente und Cotangente der 
ne umd Differenz zweier Winkel, 


die Gleichung 
sin («+B) 
is (et) = oa) 
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für sin (@ + 8) und cos (@ + P) die entfprechenben Ausdrücke 
aus den 88. 12 und 14 (1) und (2) ein, ſo folgt: 
sin & cos # + cos « sin f 

ts (EL) = os a con ßT sin « sin 
"oder, wenn man Zähler und Nenner ber rechten Seite durch 
cos @ cos P dividirt: 
| sin «cos , cosasin ß 
cos & cos 9 — cos @ cos 
cos @ cos f — sin « sin ß 
cos & cos Too cos f 
sin « , sin £ 
cos « — cos A 

—_ snae sınß 
sa cos ß 


tg (atf) = 





— 


Sept man nun 


sin «a sin __ 
Fr tg & und cos tg ß, 
fo erhält man aus den oberen Zeichen: 
_ (ge+tsP 
(1) tg («+ P) — 1—tgatgß 


und aus den unteren Zeichen: 
tg a — tg ß 
(a— N = — el. 
Berüdfichtigt man ferner, daß nad) 8. 6 (1) und (2) 


1 
t — — = 
ga ag und cot « 





ig a’ 


fo fließen aus (1) und (2) unmittelbar die weiteren Beziehungen: 


t t 
2 (+) = Er 


nt a _ _Cob B—ewte 
8 (aß) cot cot @ +1 
Durch Bildung der reciprofen Werthe erhält man aus ben 
Gleichungen (1) bis (4) der Reihe nad, bie Relationen: 
_1-tgetgP, 
5) 0 (HN) 
l+tgaetgPß. 


(6) cot (e— Pf) = ga—tgß’ 








gg er — — — 
s — * ö— — re — 
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cot cot —1 

7) cot ( — — — 

Mar) = rar co” 


(8) cot (« — ß) = nn 





8. 16. Beſtimmung der Functionen vielfacher und halber 


Winlel. 
Setzt man in ben Formeln (1) und (2) des 8. 12 0 6, ſo 
erhält man . 
sin 2x = sin acosa + cos a sin « 
ober 
(1) sin 20 —= 2sin @ cos a; 
ferner: 


(2) cos 22 = co8?a — sin?« 
ober, wenn man 8. 6 (8) berüdfichtigt, und hierin das eine Mal 
cos?« = 1 — sin?« 
dad andere Mal 
sin? = 1 — cos?« 
ſetzt, auch 
(3) cos 20 = 1 — 2 sSin? — 2 cos?a — 1. 
Nach 8. 15 (1) und (3) folgt für A = a: 
2tga 2 cot « 
(4) ts 20 = I co — 1 
und nad) 8. 15 (5) und (7): 
1 — tg?« cot?« — 1 
2tg a — 2coote 
Führen wir in den Gleichungen (1) bis (5) 


a ftatt 9m, alfo 3 ftatt « 


(5) cot a = 


ein, fo erhalten wir noch weiter bie Relationen: 


124 & 
6) sina« = 2 sin — 008; 
( ) 2 2’ 
“ (7) cosa — cos — sin? 5; 


8)caea=1— 2 in — 2051; 


⁊ 
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a @ 
2185 2015 
Br" 3 
— 2_ 2__— 
1 t8°5 ooteã 1 
— tg: 28 
1 t8°5 cotꝰ / 1 
a _— 
2125 2 005 


ituiren wie in den Formeln (1) u. (2) des 8. 12 der Reihe 
a, ... ftatt 4, fo erhalten wir ferner: 

= 3sina — 4sinde — (4 000!a — 1) sin u; 

— (4sina — 8sin?a) cos a; 


= $(costa — e05%«) + 1 = Seinte — sine) + 1; 
u PEN EEE. 
1-3 tg%a ' 
Atga(l— 18%) 

Giga F ige u. ſ. w. 

‚em man nun in ber Gleichung (7) nad) 8. 6 (3) 





i 2* in — 1 — cos? 
, 3 ober sin‘ 3* 1 — cos’ 3— 
ſelbe uͤber in 


cos — 1— 2505, 


coa= 2 rl. 


ift nad) der erften diefer Gleichungen: 
“_ 1—cos« 





2 2 
' zweiten: 

20 1+coe, 
= 3 








Pu cos a 
57 I+coe 


dem man Zähler und Nenner der Größe unter dem 





ff 














f 
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Wurzelzeichen mit (1 + cos «) oder (1 — cos «&) multiplieirt, 
entweder 
& sin & 
(14) 85 — 1+co.o 
ober 
& 1— cos« 
(15) ts 3 — ena 
Hieraus ergibt ſich unmittelbar: 
t* 21 14 cos sin © 
(16) e sine I1-coe 


8. 17. Relationen für Summen und Differenzen gonio- 
metriicher Functionen. 


Addiren und fubtrabiren wir die Gleichungen (1) der 8, 12 
und 14 und verfahren hierauf ebenfo mit ben Yormeln (2) der: 
ſelben Paragraphen, fo erhalten wir die Beziehungen: 

(1) sn ( -4) + sin (@« — 4) = 2sin« cos ß; 
| (2) sin (@ + P) — sın («e — Pf) = 2cos esin f; 

(3) cos (æ + P) + cos (æ — P) = 2cosa@cosß; _ 

(4) cos ( -+ P) — cos ( — P) = —2ein esin 5 
und wenn wir hierin 


—— —— — —— — — — — —— 
u} 


e + f=y. 
ae —P=6, 
alfo | 
40 +, -41— 9 
ſetzen, 


(5) sıny-—+-snd= 2sin 4(y-+ 0) cos} — V — 99); 

(6) iny— sn d=2cst4iy+d)snt(y— 9); 

(7) cosy-+cosd=2cost(y+6d)cost(y— 0); 

(8) cosy — cos d = —2sin(y + d) sin 4 (Y— 0). 
Durch Divifion ergeben ſich hieraus leicht die Relationen: 





(9) sıny+Hsind tE4ly+0), 
siny— sind tg4(y— 6) 
(10) cosy— cd _ ty I), 

cooy+cood  cott(y— 9)’ 


sin y sind 
U) re Br 
‚sin y — sin d 


(12) cosyLesd tg 4 Y— 0); 
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a md He 


cosy — cos 
(14) rn — —-ot4(r—d). 


Man hat ferner: 
sin®y + cosy == sin?d + cos) = 1, 
alfo 
(15) sin®y — sind — cos?) — cos?y 
= (cosd -+ cosy) (cosd — cosy) 
— 2sin + (y-+0) cos 4 (+8) + 2ein 4 (r—0) 
cos 4 (y—6) [(7) und (€ 
. = sin (y-+ 0) ein 1 — 9) [8. 16 (6); 
(16) cos®y — sin?d — cos?d — sindy 
oder wenn man auf ber rechten Seite cos?d sin?y — cos?d air 
addirt: 
c08°y—sin2d = cos?d (1 — sin?y) — (1 — c08?9) sin?y 
— cos?d cos!y — sin?d sin?y ö 
— (cosd cosy + sind siny) (cosd cosy — sindsir 
= oo ( +) or N; 
sin y , sind 
an gr rt 
sin y cos d + cosy sin d 
cos ycosd 
sin (y+9), 


cosycosd’ 








or. cd 
nyt nd 
sin (d+Y), 
sin yain d’ 
(9) ty — 10 = (gr + te) (gr — 159) 
‚[siny | sind) [sin y sin 
cosy " cosd) \osy cosd 
sin (y + 8) sin (y— 9), 
cosꝰy cos?d ’ 
(20) eotꝰy — cot?d — (cot y + cot d) (eot y — cot 6) 
sin (y+ 9) sin dm), 
sin?y gin?d ’ 


(18) ctytetd= 
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Hted__ sin +9, 


gr 4 
@d tgy — td "sin y— 6)’ 


eoty+eotd _ sin (dtp), 








2) ooty+cotd sin (d—y) 
Drüdt man endlich in den Ausbrüden 1 + tg y tg d und 
1 + eoty cotd bie Tangenten und Cotangenten in sin und 
cos aus, fo erhält man: 
cos (yF9), 
@3) l1+tgrgd = sy ca) 


cos (yF8) 
(24) eotycotdt+1 = in and 


8. 18. Bezeichnung der Winkel durch die Längen der ent- 
ſprechenden Bogen. 


Die Bezeichnung eines Winfeld geſchieht nicht Immer durch 
Grabe, fondern auch — und biefes befonders in der höheren 
Mathematif — durch die Maßzahl der Länge desjenigen Bogens, 
welchen man mit dem Radius = 1 zwifchen feinen Schenfeln 
befchreibt. 


IR 3. B. der Sinus eines Winfeld — a, fo brüdt 
arc (sin — a) oder fürzer arc sin a 
die Länge eines mit dem Radius — 1 zwifchen deſſen Schenfeln 
befchriebenen Bogens aus. 

Anmerkung. Die Ausdrücke arc (sin — a), arc kun = a) ꝛc. find, 
wie leicht zu erkennen, vielbeutige. In Nachftehendem hat man darunter 
immer die Heinften Bogen zu verftehen, wie daS auch anderwärts üblich ift. 
So findet man für a= +, da ber Winfel, deffen Sinus 

= + iſt, 30% beträgt [$. 7 (9)], aus der Proportion 
27 ! Bogen = 360° ! 300 
die Länge ded Bogens für den Radius — 1, gleich 
280 
300” 0,523598 
ind es ift daher 
arc (sin = +) ober arc sin 4 — 0,523598. 
Nehmen wir nun an, es fei 
ine=a, coe— Vi—a 


= 
| 
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arc (sin = a) und @ = are (cos — YI—a® 


te (sin — a) = are (cos — YI—a®) 

1alog 

te (cos — a) — arc (sin — VI—a9; 

re (ig = a) = arc (t- a); 

re (cot = a) — arc [ie — 2); 

n.arc (sin = a) = a; 

os are (cos = a) — a; 

zarc(g =a)=a; 

ot are (cot ='a) = a; EEE 
in arc (cos = a) sinarc (sin =YI—a}) vI- 
08 arc (sin = a) — cos arc (os—Y1l—as)—yi- 
1 

















3 are (cot = a) = tg arc [ie = = FR 
1 1 
ot arc (tg = a) — cot arc ſeot ⸗ 57 
ben wir ferner 
aina=a, ſsin — b, 


arc(in=a)=e, arc (sin = b) = 4, 

t nad) $. 12 aus . 

GE 4) = os [are (ein = a) + arc (sin = b 

elbar: 

in [arc (sin = a) + arc (sin = b)] 
= sinarc (sin — a) cos arc (sin — b) 
+ cosare (sin = a) sinarc (sin—b) 
— a Vi-bi+byIaH; 

08 [are (sin = a) + arc (sin = b)] 
= cos arc (sin — a) cos arc (sin = 
7 sin arc (sin — a) sin arc (sin = 
—= Yü-as) (i—b3) F ab. 





ge=a, tf=b 
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tg =) +are (tg b)—=are [ie — * 
u. ſ. w. 






19. Aufgaben zur Uebung. 


e goniometriſche Functionen anf die ihnen ent— 
Winkel zu reduciten: 


720”, 13) sin 72501435", 
12’34, 14) cos 1545040’ 
8.10", 15) tg 1180015, 
16'127, 16) cot 1060042, 
38 15", 17) sin (— 193045), 
ur un au STR, 18) cos (— 211030), 
7) tg 185018°40”, 19) tg (— 2600509), 
8) cot 354° 3.18%, 20) cot (— 354°18)), 
9) sin 416010°50”, 21) sin (— 497013), 
10) cos 517040‘ 304, 22) cos (— 592020, 
11) tg 610015°10”, 23) tg (— 7580237), 
12) cot 700° 50'50”, 24) cot (— 1567037). 
2) Nach den Bormeln (1) und (2) des $. 12 zu beredjnen: 
1) sin 48° — cos 42°, 5) sin 75° — cos 15°, 
2) cos 48° — sin 42°, 6) cos 75° — sin 15°, 
3) sin 63° — cos 27°, 7) sin 78° — cos 12°, 
4) cos 63° — sin 27°, 8) cos 78° — sin 12°. 
3) Mittelft der Formeln CL) und (2) des 8. 14 zu berechnen: 
1) sin 12° — cos 78°, 5) sin 27° — cos 63°, 
2) cos 12° — sin 78°, 6) cos 27° — sin 68°, 
3) sin 15° — cos 75°, 7) sin 42° — cos 48°, 
4) cos 15° — sin 75°, 8) cos 42° — sin 48°, 
4) Leitet die nachftehenden goniometrifchen Bormeln her: 
1 — cos2«@ 
Dga = — ; 











46 & 
1— co8% 

I — - 

2 18a 1 -+ 0082 
1-+ cos% 

8) cot —— ine 
1 + cos%& 

) cola — T- c0s% 


5) sin 20 —= 2costatge 
6) sin?2« — 2sintecote 


. 2ige 
7) sin2a IT g% 


8) cos2« — 1 — 2sin% 


cote — tg 
cota + tg 


10) sinta +) 


9) cos2a« = 
1 
11) 008%45° + a) =— 


12) tg (45° + a) = vot 
sin(45° + a) _ cos 


1) nase Fo) — 00 
14) sin(45° + a) + sin 
15) sin(45° + «) — sin 
16) 18 (45° + 0) + tg 
17) tg (45° — 4) — tg 


17a) sin (a + £) — sin 








17b) cos (@ + A) — co 
170) @ +) — ig 


174) cot (@ + 4) — co: 
18) sina +cose= [sin(4 
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= [sinl5—a)]2=[cos(45+a)]y2; 
— — 














sin 2a sin 2« 

_ Asin@5—e)]f2 _ 2Acos(45°+e)]y 2, 
sin2« sin 2 5 

= cot a; 

„es (ßFe), 

sin cos "sine cosß ’ 

ein (@+ PM, 

008@ sin "oose sinß” 

„ml +M m (a—ß, 

sine of — 


25) sin 2a-+sin?ß — 2sin (@ + f) cos (@ F ß); 
26) 1— tgꝰa 9° (@ + P) wos (a — m, 











cosia cos⸗ 
27) oottacotg ¶ ]— 8 (@ a m = = —B, 
28) 1 cottetgß — sin_(@ mern a — A), 


cotcot®—1 cos (æ 0). 
——— cs (@—p)} 
30, I 1-tgatgß " cos(@-+P), 

I+tgetgß cos (@—p)' 




















3 I-tootacotß _ _ 8 (a —P), 
) 1-ootacotß cos —— 
32) = cot?« tg⸗ 
ga—tgß sin(e—Pp) cotæ ⸗ cot⸗ 
BB) arg b ner cota-Feoiß? 
oa + tg 4 
ai — We th; 
) e- = oote cotfj 
BE gig; 


37) tg et tgß 


IT Te a Ice} 
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ta + cot _ u ‚ 
Hg te tg (@+ß); 
‚otß — cote _ A: 
Hear igh eotß tg (e — P); 


in (@ -+ 8) cos (@ — f) = + (sin 2« + sin 2); 
in (@ + 4) sin (@ 4) + (60828 co82e); 
‚os (@ + 4) cos (& — 6) = + (cos2« + c082ß); 
os (@ + 4) sin (ea — 4) = } (sin2e — sin 2P); 
ne 
I-t1g’atg?#’ 














g (+9) tg (e 


cos (e— A) — 008 (a-+P), 
BEP — ap) Fear h) 
in (@+ß) _tge+tgß _ sin?2«+sin2$ sin2(«+P), 
in (ef) tga-tgß sin?(« —f) sinda—sin2ß” 
08 (a+f) _1-tgetgß _ sin2(e+P), 
08 (ef) I+tgetgß  sinda+sindp” 
in («+f) tge+ tgß sin 2 (c 4 0). 
os (@—P) I-+igatgß ” cosde-F-cos2ß’ 
g (e+f) _sin2« + sin2ß, 
% (af) sin?e — sin2ß’ 
3 (e+P) cos2« — c082ß, 


ot(a—ß) code + c0s2ß’ 


















































in (@«+) _ sin} («+B), 
ine—sinß sin 4 (e—P)’ 
in (a+ß-+y) = sin «cos 4 cosy 4 cosa sin 4 cosy 
+ cos «cos sin y — sine sin feiny 
— cos cos f cosy (ga -+tgf-ttgry 
tgetgftgn); 
os («+ß@-+7) = cosa cos f cosy — sin «sin 4 cosy 
— sin @ cos £ sin y— cos a sin 4 siny 
— sin « sin 4 sin y (cot @ cot 4 cot y 
— cot® — cot ß — coty); 
ga ttgf+tgr—tgetspter. 
1—1gatg B—tge tgy—tg Rıgy’ 











3(e@+P+n 
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558) sinne — () ein @ cost-ia — ) sind cos 
+ (5) sind code — .... 
55b) cos na = cos’« — () sin?a co? 


+ () sinte coia — ... 
56) cos (e—£) + sin (af) = 2 sin dtte) cos (45078); 
57) cos (@«+£) + sin (a—$) — 2 sin (45°+.«) cos (45°+); 
58) sin @ cosa + sin cos@ — sin (a + 6) cos (a — A); 
59) sin @ cos« — sin ß cos? = cos (@ + 4) sin. (@ — 4); 
59a) sin!(@+-)=c0s’a+-c08?? —2 cos @ cos f cos («+P); 


60) tg (+ A) + El — A) — sine 


cos®@ + cos 7 
N 
62) sin (a+F+N + sin (e4y—f) + sin (ae + P—y) 
— sin (d+y—e) 4c0s «cos ß cos y; 
63) cos (@-HA+y) + cos (@+Y—P) + c0s(@+P—y) 
+ WVB 4cosa@cos ꝑ cosyʒ 
64) sin 4 ein 20 4 sind +.» + sinnß 


sin Hl, Bein a 

















; 
Fr 
65) cos®-+cos2® + cos3ß + .... + cosn? 
n+1l,.n 
cos 7 Penzh 
u Fu ’ 
in & 
66) sin«-+-2sin2« + 3sinde + .... + nsinne 





@+D) sone —nsn(n+1)e 


u 











4 ein 
67) sin 3 + sin Be ein de + u in DE 
ein? 3 
— Zi 
sin 3 


Syiß, Lehrb. d. Trigonometrie. 4. Aufl. 4 
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68) arc(cos=a)-tarc(cos—b)—are[cos=(abF Y ( (1—a2)(1—b2)] ; 
— -b)= — ,; 

69) are (ts = a) + arc (tg = b) = arc (8 -iT) 

70) arc (cot= a) + arc (cot= b) = arc [eat — ii = ); 





5) Bezeichnen @, £, y die brei Winfel eines Dreiecks, fo ift: 
1) sin « + sin $f = 2cos 4 (@ — 4) cos 5 


2) sin a — sin $ = 2sin 4 (a — 4) sin 7 
3) sin?« — sin’? = sin (« — 4) sin y; 


i in — 4008?ꝰ oos cost; 
sinß + sıny — 400850085 008 53 


4)sine@ -4 
9 — siny —4sin“sinf cost: 
5) sina + sın f sin Y —4 sn sin 5C08 5; 
4 


6) cos « cos ß — 2cos 4 (@ — P) Sins ; 


7) cos & — cof= 2sin + ($ — e) 0085 ; 
8) cos!e — cos?ß — sin (Pf — e) sin y; 


cos + cosy=1+ Asingeinein]; 


9)coa«—+ 

10) csa@ + cf — cay=— 1 + 40085 g sgeind 
— sin y 

1) ts « - oits 4 — cos ß 
_ sin  , 

12) cot @« + cot £ in = sin p | 

13) ts « +tgf + ur see 87 

= co? I _ eot Feot? 

14) cot 5 + cot ö + cot s cot Zeot,cotz ; 

15) sin?a + sin?@ + sin?y = 2(1+ cose cos f cos y); 

16) sin?« + sin? — sin?y = 2sin « sin f cos y; 


17) (ina — sinß)? + (cose + co3ß)? — 4sin?,; 


18) (sin + sin)? — (cos# — cosa)? = Acos? b; 





21) einZeind cos, + sin & cos sin! —+- cos zein Sein? 
= c08 eosScost; 
22) sinzcos Eeost + cosgeinf.cos? + eos cos sein? 
— 1-+sın Seinsein?. 
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19) 151,0 + tg 5185 + tg — ]; 


20) cot & cot + cota coty + cot f oty=]1; 





8. 2. Berechnung der goniometrifchen Functionen. 


Kennt man irgend eine der goniometrifchen Sunctionen eines 
Winkels, fo find nach $. 6 auch alle übrigen Bunctionen dieſes 
Winkels befannt, und ed kommt alfo bei der Berechnung ber- 
jelben nur darauf an, eine dieſer Functionen, alfo etwa den 
Sinus, für alle denkbaren Winfel zu beftimmen. 

Die Art und Weife, wie diefe Berechnung zu gefchehen hat, 
ausführlich zu erörtern, würde und hier zu weit führen und dem 
Zwecke dieſes Buches nicht entfprechen. Wer fih damit vertraut 
machen will, findet das Nähere in jedem größeren Werfe über 
Trigonometrie. Hier mag blos angedeutet werden, wie die Bes 
rechnung vorgenommen werben Tann. | 

Die fich zunächft darbietende Methode wird die fein, Daß man 
nad) $. 16 (11) au sin 80°= 4 und cos 80°—= 4 3 [8. 7 
(9) und (10)] 

. 1 — cos 30° 5 Pa | 
sın 15° — V:= 5 —_ —4y(2—-V3) = +76 — 72) 
und , 
cos 15° = YI — sin? 5=4/E2Y3)=-iY6+r- 72), 
und nad $. 7 (5) u. (6) sin 18° und cos 18° beftimmt; hieraus 
dann nach $. 14 (1) und (2) 

sin 3° = sin (18°—15°) — 0,0523350562 
cos 3° — cos (18°—15°) = 0,9986295347 
berechnet und nun mittelft wiederholter Anwendung von $. 16 (11) 


nad) und nad) von 30 auögehend, die Sinus aller Theile eines 
, 4* 
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Grades aufſucht, welche ſich durch ſucceſſive Halbirung von 3° 
aus ermitteln laffen. Nachdem man diefe Operation hinreichend 
oft wiederholt hat, wird man endlih z. B. zu dem Werthe 
gelangen 


0 ‘ 
sin %; — sin 55 — 0,0004090615, 
und hieraus 
. 8° 45' 
sın 58 => sin 64 == 0,0002045307, 


alfo auf 8 Decimalftellen genau ne Refultat erhalten, als 
wenn man den Werth von sin 5 ſelbſt halbirt hätte. Wir 


koͤnnen demnach, ohne einen merklichen Fehler zu begehen, an- 
nehmen, es verhalte ſich 


45° . #5. 5 

37: 1 sin zz en 1 
oder 

45 


24: 1 = 0,0002045307 : sin 1 


woraus dann folgt: 


sin 1’ = = - 0,0002045307 = 0, 000290888. 


Hieraus laſſen ſich nun mit Hilfe der Relationen ded 8. 6 
und ber 88. 12—16 leicht die Bunctionen für alle einzelnen 
Minuten berechnen u. f. w. Es bedarf jedoch faum der Er- 
wähnung, daß diefes Verfahren fehr mühfam: ift. 

Eine andere Methode ift folgende: 

Man Fann leicht nachweifen, daß für fehr Kleine Winfel der 
Sinus und die Tangente auf 7 Decimalftellen übereinftimmen. 
Bezeichnet nun « einen ſolchen Heinen Winkel und zeichnet man 
zwifchen beffen Schenfeln mit dem Halbmefier r einen Bogen b, 
fo fann man feßen: 


sin u = Tr 
Nun läßt ſich aber nach den Säten der ebenen Geonietrie 


(E. ©. 8. 204) der Bogen. b, fomit auch ber Sinus bed ent- 
Iprechenden Winfeld Teicht berechnen. 


2. ee 


u a Mac: 


- — 





— —ñ—— ——ñ— 


Te — — — — — — — — — — 
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Iſt z. B. & = 1”, fo hat man 

mb m _ m 

ur or 360.60.60.r 1296000 
oder 
sin 1” = num log 0,6855749 — 6 — 0,000004848136, 
woraus ſich dann wieder nach befannten Relationen die Functionen 
aller Winkel bis zu 900 beſtimmen lafſen. 

Da aber sin (45° + «) = cos (45° — e) [$. 5 (1)], fo 
ift Har, daß man die Berechnung der Sunctionen nur für alle 
Winfel von 0° bis 45° vorzunehmen hat, um damit zugleich aud) 
die Functionen aller Winkel von 0°. bis 90°, ja nach 8. 7 fogar 
die Functionen aller nur denkbaren Winfel zu erhalten. 

Andere Methoden der Berechnung der goniometrifchen Sunctionen 


bietet die Analyfis durch die Entwidelung berfelben in conver⸗ 


girende Reihen. 


8. 21. Bemerkungen über das Aufjuchen der Logaritämen 
bon beftimmten Functionen gegebener Wintel, jo wie der 
Winkel, welche gegebenen Logarithmen goniometriſcher 

| Functionen entſprechen. 


Der Bequemlichkeit wegen hat man nicht die Werthe der 
goniometriſchen Functionen der einzelnen Winkel, ſondern deren 
Logarithmen in den logarithmiſch-trigonometriſchen 
Tafeln zuſammengeſtellt, und zwar entweder von Minute zu 
Minute, oder von 10 zu 10 Secunden. Macht die Einrichtung 
einer Tafel die Beſtimmung von Zwiſchenwerthen nothwendig, ſo 
kann dieſes jederzeit leicht geſchehen. Das Verfahren, welches 
hierbei, fo wie überhaupt bei dem Aufſuchen der Logarithmen 
von gegebenen goniometrifchen Functionen und umgefehrt ber 
MWinfel zu gegebenen Logarithmen von Functionen zu beobachten 


. if, findet man jeder einzelnen Tafel ſtets als Einleitung beis 


gegeben. Hier follen deshalb nur einige fich darauf hezichende 
Bemerkungen Platz finden. 

1) Die Logarithmen aller Functionen, welche kleiner als1 
ind, finden ſich in den Tafeln um 10 Ganze zu groß eingetragen, 
amit dieſelben auch für Functionen ſehr kleiner Winkel noch 
yofitiv ausfallen. Um in dieſem Falle den wirklichen Logarithmus 





AT 


N 
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kommen, hat man jeweils 10 Ganze von dem betreffenden 
rithmus in ber Tafel abzuziehen. So iſt z. B. 
g sin 86°24° nicht 9,7733614, fonbern 0,7733614 — 1. 
Yiefe Subtraction hat jedoch bei einer trigonometrifchen Rech⸗ 
nicht jedesmal fogleich zu gefchehen, fondern kann auch erft 
Schluffe jeder Operationsgruppe ausgeführt werben. 
) Wie wir früher gefehen haben, wachſen Sinus und Tan- 
», bagegen nehmen Cosinus und Cotangente ab, wenn ber 
el zwifchen 0° und 90° wächſt. Hat man alfo nad) ber 
log sin «, log tg «, log cos a, log cot @ beftimmt und 
nun ben Winkel noch um etwa 4 Secunden wachen. und 
hnet den neuen Werth des Winfeld durch y, fo muß man, 
vie Logarithmen der Bunctionen diefes Winkels zu erhalten, 
Berthe, um welche ſich diefe für den I «@ hierdurdy ändern, 
sin @ und log tg @ abdiren, bagegen von log cos « und 
ot. fubtrahiren, um log sin y, log tg y, log cos y und 
oty zu erhalten. 
Jat man den Logarithmus eines zufammengefegteren Aus« 
:3 zu finden, in welchem goniometrifhe Functionen vor= 
ıen, fo verfährt man nad) ben befannten Regeln ber loga— 
ifchen Rechnung. 

. B. gegeben 

R3 es 384,76 sin 45° 48° 











ET 32,86 ig 320 36° 
idet man: 
384,76 — 2,5851899 log 32,86 —1,5166676 
145048: — 9,8554650—10 logtg 3236°—9,8058587—10 
logx —12,4406549—10 — (11,3225263— 10) 


logx = 1,1181286. 
Racht man bei ber--Auflöfung von der dekadiſchen Er— ! 
‚ung Gebrauh*), fo geftaltet fich diefelbe wie folgt: 


) Die defadifhe Ergänzung wird belanntlich erhalten, wenn man 
treffenden Logarithmus von 10 fubtrahirt. (U. X.I.$. 141.9.) So ift 
ie deladiſche Ergänzung von 1,5166676 — 8,4833324. Anftatt alfo einen 
thmus zu fubtrahiven, kaun man auch deſſen befabifche Ergänzung addiren, 
ber, im Falle der Logarithmus keiner trigonometrifchen Function angehört, 
chluſſe wieber dafiir 10 in Abzug bringen. Obiges Beifpiel wird diefes 
erläutern. 
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55 


g 884,76 — 2,5851899 
aın 45%48° — 9,8554650—10 
log 32,86 — 8,4833324—10 
tg 32036‘ — 0,1941413 
log x = 1,1181286. 
die wirklichen Logarithmen ber betreffenden 
sen in Rechnung, fo erhält man nad) ber 


899 log 32,86 
650—1 logtg32036' 
wo — 


z x = 1,1181286. 


= 1,5166676 
— 0,8058587—1 


1,3235263, 


mus einer goniometrifchen Function eines 
yerben, ber größer ift ald 90°, fo hat man 
gedeutet wurde, bie Relationen bed 8. 7 
iefe Operation ftetd auf das Aufſchlagen 
treffenden Bunction für einen Winkel von 


führen. 


den dieſes klar machen. 
Binfel-148° 36° 12”, fo hat man 
“ — 90% + 58% 36' 12”, 


wo 180 — 310 23% 48% 


(22): 

log cos 58036/ 12 — 
-log sin 5808612" — 
log cot 5808612" — 


9,7168044, 
9,9312448(—)*), 
9,7855596(—), 


log cot 14808612” — — log tg 58°86°12” =10,2144404(—); 


ober nad) 8. 7 (23) bis (26) auch: 
logsin 148°86'12”—= logsin 31023'48 — 
log cos 14803612” — — log cos 31%23°48" — 
log tg 14836‘12” log tg 312348 





9,7168044, 
9,9312448(—), 
9,7855596(—), 


log cot 148°36°12””— — log cot 3102848” —10,21M404—). 


*) Das beigefügte Zeichen (—) deutet am, daß die betreffende Function 


des gegebenen Winkel negativ ift. 
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Dagegen wird für den Sal, daß fein fol: 
log cos x = 9,9265112 (—) und tg x (+) 
A x = 2120 24‘, 
weil nur im dritten Quadranten ber Cosinus negativ und bie 
Tangente pofitiv ift. 
Anmerkung. Hierher gehörige Uebungsaufgaben f. 8. 24. 


S. 22. Bon der Umformung unlogarithmifcher Ausdrüde in 
logarithmiſche. 


Die in $. 8 angeführten Eigenſchaften der goniometriſchen 
Functionen fegen uns, wie fehon dort bemerkt, in den Stand, 
jolhe Ausdrüde, welche ſich zur logarithmifchen Rechnung nicht 
wohl” eignen, durch Einführung von Hilfewinfeln in andere 
hierzu tauglichere Ausdrüde umguformen. Ueber die hierbei zu 
befolgende Berfahrungsweife laffen ſich jedoch Feine beftimmten 
Regeln aufftellen, und ed fol darum auch nachftehend nur an 
einigen Beifpielen gezeigt werden, was, man unter der erwähnten 


Operation zu verftehen hat. 


1) Es fei x zu beftimmen, wenn gegeben ift 
<= Ya bi. 
Auflöfung. Schreiben wir 
Viel) 


und beftimmen einen Winfel p fo, daß 


b 
Pr = ig 9, 
fo folgt: 
x a VItiy = Sg [8. 6 (11)], 
alfo wird 
\ log x = log a — log cos g. 


In vielen Fällen wird man durch Anwendung biefed Aus- 
brudes fchneller zum Ziele fommen, ald wenn man x direct aus 
der gegebenen Formel beftimmt. 

St z. B. 

x = Y 51,775° + 1442 
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5,7 sin 62018 
1,578 cos 30° 20° 


log 82,578 = 1,5129244 


1 log cos 30°20‘ = 0,9360621—1 


— ‚1,4489865 
= 0,1092289 
= 5207'49,2%. 


78 sin 860 40 

5207, 

— 1,5129244 

= 0,7760897—1. 
1,2890141 

= 0,5761490—1 

1,7128651 

_ = 51,625. 





J 3) Den Ausdruck 

_atgesiny+ bceose 

 atgesiny— bcos« 

in einen logarithmiſchen umzuformen, 
Aufldfung. Sept man 


x 


bceos« 
._- rm 
Pop bcos« 
BT any 
und beftimmt einen Winkel p fo, daß 
bcos« 
gy= aeiny 


wird, fo folgt: 
get t sin (+ 9) 
ee ae ar ae s.17 au). 
Es ſei z. B. 
800 tg 50027' sin 30025‘ 4 670 cos 50027° 
800 tg 50027° sin 80025° — 670 cos 50027” 
Segt man 








is —⸗ 670 cos 50027° 
9 500 sin 300257 
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3 47° cos (85° + 210 17 18 8), 
cos 2101’ 18,8" 

log 247 = 2,8926970 

ı cos 47° = 0,8337883—1 

118,8“ = 0,7473156—1 






, 1,9737959 
1/18,8“ = 0,9700880—1 
log x = 2,0087079 
x = 100,85. 


ng 
x=1— costa — 00828 — cosꝰy + 2cose cosß cos y 
ber rechten Seite eine zur logarithmiſchen Berechnung bequemere 
Form zu geben. 
Auflöfung. Man bilde das Probuft 
¶ — c08?«) (L — c082#) = 1 — c08?« — 00828 4 cos?e 00828 
und · ſetze 
x= (1—cos?a)(1— c08?8)— c08?y—cos?ac0s28-+2cosacosßcosy 
= sin?esin?® — (cosa co8ß — cosy)? 
= (sinasin® + cosa cosß—cosy) (sine sinp—cosacosß++-cosy) 
=[cos (@ — #) — 008 yl [cos y — cos (a ++ #)] 
2eint(@a— Pty) ini —a+ BP) 
2sing(e Pt Y sntla@+P—y), 
fo folgt, wenn man e+ß+y=2S 
etzt, 
vet x= 4sin $ sin (S — a) sin ($ — 4) sin (S — y). 
6) Man foll der rechten Seite der Gleichung 
x — cos?e + cos?ß + cos?y + 2eose cosß eosy—1 
eine zur logarithmifchen Berechnung beffere Form geben. 
Auflöfung. Man bilde das Probuft 
— (1— cos?e) (L— 00822) 1-+ cos?«-+-00828— cos? cos? 
und ſetze 
x (1 — cos?a) (1 — cos28) + cos?dy cos?z 00828 
+ 2 cosa cos cosy 
= (cose@ cos@ + cosy)? — sin?« sin?? 
= (cosacosß--cosy-+-sinesinß)(cosecosß+-cosy—sinesinß) 
= [cos (a — #) + cosy] [cos (@e + 8) + cos y] 
= 20804(@— PH atß-ty- 
2 co 4(e ++ este -, 
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m man wieder 
e+ß+r=2S 


: c08 8 cos (S—.a) cos (S—P) cos (S—y). 
Schluffe diefer Betrachtungen wollen. wir noch zeigen, 
e Einführung von Hilfswinkeln die quadratifche 


2— px+qg=0 
aufgelöft werben kann. 
wir an, es feien tg p und tg bie beiden Wurzeln 
:n Gleichung, fo müffen nad) befannten algebraifchen 
1.1.8. 174.1.) die Beziehungen ftattfinden: 
wpy+ttv=p 
gwygy=q 
15 (1) ift nun 
wo trEV_ 
FW=,- tgytgy 
17 (8): 


Irtpty= 





os (9-9) 
cos ꝙ cos’ 


9—y) = cp copy (IHtEp Ey), 
17 an: 


. 1 t 
— ER Eee 
. 1+q 
p—y) = sin (9+%Y) — ..... (n) 


beiden Gleichungen (m) und (n) laffen fi) nun bie 
P+ Yun 9—%Y, hieraus dann bie einzelnen 
d y und daraus endlich tg p und tg w, d. i. bie 
Gleichung beftimmen. 
: Rechnung bei der Beftimmung von cos (P — %) 
ud 

. 1 

in + 
ıhe an 1 liegenden echten Bruch, fo fann die Glei— 
e Auffindung von 9 — Y nicht wohl benügt werden. 
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Man fege in biefem Falle 
. 1 
int gr 
und erhält aldbann nad) (n): 
1— cs (9 — y) = 1—tgx 
1+c8—y) I+tsx 
ober ba 
1— 008 (9—y) _ 2 sin? + (p—Y) 
14008 (9—y) 200824 (9—y) 
= 18?4(@—%) 





(8. 16 11) u. (12)] 


und 
1—tgx tg 45° — tg x 
Try Ir, MA] 
= tg (45° — x) [$. 15 @)], 
auch tg? ( V) = tg (45° 7). 
Wird 
ein (p 4 ) = >1 


fo find die Wurzeln der Gleichung imaginär. 


Um vorftehende Auflöfungsmethode auf ein numerifches Bei⸗ 
ſpiel anzuwenden, fei 
x2 — 9x + 18,6875 — 0 
die vorgelegte Gleichung. 


Sept man in obiger Entwidelung p — 9, q — 18,6875, 
fo folgt 
- 9 
wurd 
und hieraus 
pt Y = 158° 17 53,29%, ober 3330 1’ 53,29%, 


von welchen Werthen wir jedoch, wie leicht begreiflich ift, nur 
einen zu berüdfichtigen brauchen. 


Wir haben alfo 
eos (P—y) = 1083 sin 1530 1° 53,29°, 
woraus folgt: " 





P—y= mie 13,740, 


Erfter abſchnit 


tif 
12 ‘ u 
ET x 108° — 500 8 351", 
47 u 
y- —— BT _ 720 58° 49,770, 


‚eiden Wurzeln find daher: 
80° 8° 3,51” — num log 0,7596730 — 5,750..., 
712° 53° 49,77 = num log 0,5118803 — 3,2499... 
e Gleihung 

22 — 594 x — 21,764 — 0 
fo findet man 
= 18 830 177 24,5” 
2 — tg 680 39 47,3” 
diefe Gleichung felbft auf! 


Anmerkung. 


vie Ausdrücke, welche nad der befannten Auflöfungsmethode 
urzeln der quadrat iſchen und cubifhen Gleihungen 
yerden, laſſen ſich durch Einführung von Hilfswinfeln fo 
‚ daß deren Ausvehnung bequem mittelft Logarithmen be= 
werben kann, wie wir nachſtehend noch zeigen wollen. 


8,5008 ... 
— 2,5603. 


3. Auflöfung der quadratifhen Gleichungen. 
atlich läßt ſich jede quadratiſche Gleichung auf die Form 


2+p-+gq 
nad den Borgeigen von p Fee o "vier Fälle umfaßt, bie 
dem angeführten Ziwede betrachtet werden müffen. 
r Fall. Es fei ſowohl p als auch q pofitio, fomit 
2+pxtg=0 
egte Gleichung. 
eiden Wurzeln dieſer Gleichung, nämlich 


—— 


n»=-,- 47-8 


3614-5] 
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+ Vi-3). 


— reell ſind, ſobald die Beziehung 
4 1. 
P= 
Beftimmen wir nun einen Hilfswinfel Y von der Beſchaffenheit, 
daß man hat 
ein ?p — 3. alſo ein — En, 
fo find die beiden Wurzeln ausgebrüdt durch 
5 2— 1+ vi) 1+ 00 9) 
und 














% za + VI sn) > (U + eos 9), 
oder da _r 
r_ 14, - 
2” sin 9 
durch 
1 — eos ꝙ _1+ cos 9 
> sin ꝙ van a sin p ra 


Nah 8. 16 (11) und (12) ift aber 
1-09 = 2 in 9 ud 1 + cp — 2 0029 
und nad) $. 16 (6) 








sinp ⸗ 2sin cr, 
alſo erhält man: 
in? con 
x, _ n=—- . 
i sin® co u sin? co r. 
oder 
=. 1a = —otd.ra 


Zweiter Fall. Es fei p negativ, q pofitio, fomit 
2—pxt+qg=0 
die vorgelegte Gleichung. 
Spiß, Lehrb. d. Trigomomelrie. A. Aufl. 5 
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Da nach bekannten algebraiſchen Sätzen die Wurzeln dieſer 
Gleichung die entgegengeſetzten der vorhergehenden ſind, ſo erhalten 
wir dafür, wenn @ feine obige Bebeutung beibehält: 

= wd.ra = gr 

Mt 2Yq> p, fo wird sin > 1, was unmöglid ift. Im 
diefem Falle hat die Gleichung imaginäre Wurzeln. | 

St 2Ya=p feifsin y=1, alfo 990%, 18% eo” 
und die Gleihung hat zwei gleiche Wurzeln. 

Dritter Ball. & fei p pofitiv, q negativ, fomit 

+pm—g= 








die gegebene Gleichung 
Bringt man die beiden Wurzeln 


— + V: +% n-—-)- V:+: * 4 
auf die Form 
4 4 
x I + vH) = - Ar V +3 gi 
und beftimmt dann einen Winkel p fo, daß 
4 2 
Be alſo t , 
fo erhält man nad) 8. 6 (11): 
a De ee Ze) 4 1 >) 
- Ai 









































2 cp f 
* 304 vi ' 1w’p) A t =) 
1 Atwg) 
3 cos p 
ober da Ya 
=, 9.9 
3 tg 9 
1—cop 1— cosp 
= Fre 2 Sr u ET 
% 1 + 008 p otgya Itwgp,.. 


cos 9 sin ꝙ 
Führen wir nun wieder für 1 — cos @, 1 + cos und sin p 
die.im erften Falle angegebenen Werthe ein, fo ergeben fid auf 
ähnliche Weife wie dort die beiden Wurzeln: 


wir, = -mfrn 
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Vierter Tall. Es fei fowohl p als. auch q negativ, fomit 
:—_ x — 4 = 
die vorgelegte Gleichung. 
Da in diefem Falle die Wurzeln bie entgegengefegten der vor- 
hergehenden Gleichung I fo erhalten wir dafür 
y=—12. .Yq, = 02.74 
Zur Erläuterung des eben Mitgetheilten mögen nachſtehende zwei 
numerifche Beifpiele dienen. 
' 1) Die vorgelegte Gleichung fei 
x” + 298,152 + 12877,3 = 
. Da hiernach p und q pofitiv find, fo Derfähe man nad) dem erjten 
der oben bezeichneten Fälle und ſetze 
2ya__ 2y 12873 _ 
29815 
Man erhält hieraus für ꝙ die zwei Werthe 
490 34° 17,28” And 130° 25° 42,12”, 
und die Wurzeln der Gleichung ſind daher: 
x = — tg 24° 47° 8,64%. y 12577,3 = — 52,4 
x = — cot 24° 47° 8,64” . Y 12877,3 = — 245,75. 

Nimmt man für 9 den zweiten Werth, fo gelangt man offenbar zu 
demfelben Nefultate, va befanntlich tg (R— a) — cot «if. Nur wird 
danı x, = — 245,75 md x, = 52,4. Dan bringt aus dieſem 
Grunde ſtets nur den kleineren der beiden fülr den Hilfswinkel gefundenen 
Werthe in Rechnung. 

2) Die gegedene Greigung fei 

x? + 150,53x — 299055,74 = 0. 
| Setzt man nach dem dritten der oben angeführten Fälle 


2yq _ 2 /299055,74 4 
150,53 80, 








ſo findet man | 
I p = 820 9! 48,73”, 
Die Wurzeln der Gleihung find daher: 
= tg 41° 4 54,36” . y299055,74 = 4716,75; 
x, = — cot 41° 4° 54,36“ . Y299055,74 = — 627,28. 





| b. Auflöfung der cnbifhen Gleihungen. 


| Nach A. 9. TS. 190e (3) läßt fich jede eubifche Gleichung auf die 
Form bringen: 








str +HQ=-0 .....0 
welcher die Wurzeln 
= mn 
m-tn m—n /— 
“2 u ar a A . 
„ter _ na v3 


Erfter Abſchnitt. 


n, wenn man feßt: 





Ta? IPis 
Hi) 
man ſich aber durch den bloßen Anblid übı 
be Ausbrüde zur Werthermittelung ber. ! 
Gleichung eine zur logarithmifchen Rechnung 
'orm und außerdem liefern fie bekanntlich in 
jung drei reelle Wurzeln genügen, imaginäre 
8. 190 ec. 5). Wir wollen darum nachſt 
durch Einführung goniometrifher Functi— 
einfacher beftimmen laffen und zu biefem € 
e, welche bezüglid) der Vorzeichen von P ı 
er befonderen Betrachtung unterwerfen. 
er Fall. P nnd Q feien pofitiv. 

nad (8) und eo, 


PR: 
Vı+4o Ha : +) 
r a IB Q 
=; Ve | 1 V:+ re] 


ps > 
Sn 3 Z97Q2 fei — 
n dem Bruche A Fr offenbar 4P' — 2702 fein. Be: 
an darum einen Winkel 9 fo, daß 
8 














4 P: 
Pa Be 2 Ze 
obige Werte von m? und n? über in: 
Q m _Q 1 
; tr [ 2 14.) 
. 29 
a1 ug _F 
2 cp cos 
Q — _Q 1 
viren) 
eos⸗ 
Q, 
EI 
coB p 
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3 ___ 3— — 
_ p 
tg 27 V 4 V? 20.0) 


Ve?-%. ee MM 





alſo 


ſetzen, J 
7 
m+n=(tgae— coe) V: 
= sinTa — eo — cos’ F = — 2 cot 2« V 3 
sin cos « 3 3 
m—n=(ge@- cot eo) V: 
sin?« + cos?« pP 2 | /P 


sin & cos & 5 sin2eF 3° 


Nach (2) erhält man fomit für Die drei Wurzeln der Reihe nad): 


x) = — 200t 2aV® 








— . . (6) 
on 20 v: * sin 1 — * 
1 — ot de V:-z ma 
Es ſei z. B. 
128 


| 3420 28 
x?” + 5x + 37 v 
die vorgelegte Gleichung. 
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entſprechen, wenn man fegt: 






24 
ar 
_a_ VA+ a? 
2 
Wie man ſich aber durch den AR Bi 
vorftehende Ausbrüde zur Werthermittelung be 
eubiſchen Gleichung eine zur logarithmiſchen Rechnu 
mäßige Form und außerdem liefern fie bekanntlich 
der Gleichung drei reelle Wurzeln genügen, imagin 
U U.1S. 190 e. 5). Wir wollen darum na 
wie ſich durd Einführung goniometrifher Fur 
Wurzeln einfacher beftimmen laffen und zu biefen 
vier Fälle, welde bezüglich der Vorzeichen von ! 
find, einer befonderen Betrachtung unterwerfen. 
Erfter Fall. P nnd Q feien pofitiv. 
Sept . nad (8) und (4) 


+2 
m”, :Vt wer 2- 14 


Vz 
8 _ _ - 
u 2 — el 1 


f p Zg 
fo kann in dem Brude Ha offenbar 4P® =? 











Q 
ftimmt man darum einen Winlel 9 fo, daß 
a _ on 
u er 


fo gehen obige Werthe von m® und n? über in: 
m—t%[-ı + Fwa 3 - 1 
2 
in? 
1— 089 ein g 





2 
2 cos ꝙ cos 9 
2 >- ren 


n— 








a — — —— — * — — 
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VE) 
ve) 


m? — tg 


—A 


— — 


| 


n? —= — cot 


DIS wol. 
wg 


— — 
—— — 


Es iſt ſomit: 
— lVl— 
Rn Vs 2 V; 
3 —— — 
— _ Vet VE 
n — Ve. 2 V:- | 
ot. [Vw23 Ya 3 VE 220.20) 
oder wenn wir hierin 


Vu? . 46(07) 
alſo 


2% —_ one? D 
_ sine c08?«& VE-- 2002 ve 


sin & cos & 


m—n=f(ga-+ cote) 


sin?®« - cos?« % .V: 
sin & cos & sin2aV 3° 


Nach (2) erhält man fomit für die drei Wurzeln der Reihe nad): 


x = — 2cot —2* 


P 1 —— Ä 
— I — VT .. (8 
x, ot 2u VE + „, V P (8) 


' P 1 — 
X = cot 20 V:- zur 
Es ſei z. 8. 
203128 
X 4 3 x 37 0 
die vorgelegte Gleichung. 
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Führt man nun in 5, 
P= u Q= 
ein, fo folgt aus 





Wr = J er 
. 7 
oder tg p — 3 vi: 
"gig p — 0,1453650, g= 5 u 
. g = 270 12° 26,45% 
und nad) u) bat man daher: 








tg «= Yig 270 127 26,45%; log tg a 
a 389 AU’ 32,110; 20 
Nach (6) find demnad) die drei Wurzeln: 
x = — 2oot 770 237 44,220. V’ 
= cot 770 23° 44,220. v* + 
Pe TE ET UETRITR V: _ 
ober 
x = — 06666667 = — 3 
1 — 
* 234 


PR 1_ van. 
Zweiter Fall. P fei pofitiv, Q negativ. 
Segt man nad) (3) und (4): 


a ae 


_e® 4 P° 
2 Ver] 





und num wieder 


van 
fo wird 
20 + Vi FR] = et? 
-. nV) = — tt 


2 
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3 3 
a+2- YezrVs3)V5 


oder wenn man hierin wieber 


alſo 





3 
tg te, Vor oe. . (10) 
jest, 


— 


m+n=(ote—tge) VE-2ct2« j = 


P 2 Te 
— n= (cot _— —, 
an mer); 
Die drei Wurzeln find fomit nad) (2): 
| P 
x, = 2cot 2% V; | 
P 1— 

— — *— ⸗ . (di 

X cot 2 V: + In 35V P (11) 


Bo 1 ya 
P 


— 








3 sin 2@ 
Iſt z. B. 
x—6x — 45-0 
die vorgelegte Gleichung, ſo ergibt ſich aus (9) 
4.6° 4 
9— Ver =; 
log tg 9 = 0,0993625; po = 1° 9 53,8" 
3 — 30 34° 56,94 | 
und nad) (10) 
3 


3 = — cot 2« 





ga = I/tg 7; log tg « = 0,5988755 — 1 
«= 21° 39' 24,92"; 2u — 43° 18° 49,84". 
Nach (11) find daher die zu ſuchenden Wurzeln: 
—3+y- 51. —3—y—-5l 
=), = — 7971 % = 027 


Dritter Fall. P fei negativ, Q pofitiv. 
Man fege nady (8) und (4): 


41 V 2 
ms — — 141 - —— 
| _@0N,. . . (12) 


12 Erfter Abſchnitt. 
Da bierin 


fein kann, fo betrachten wir dieſe Ausdrücke unter jeder diefer Vor— 
ausfegungen beſonders. 


Erfte Borausfegung Es fei 








- 4 PP 
27 Q? < 
Gebt man 
4 P? . 
37 0: stn’p - (13) 
jo gehen die Ausdrücke (12) über in: ” 
per [— 1 + v1 — sing] -— 5 — (08 ) 
. 3 
’ | = —(Q sin, 
Ne — 1 — yı — sin] - 5. + cos p) 
= — cos} 
oder wenn man nad) (13) 
a _? VR)- 0 
sing 3 sin P eos? 
2 2 


jet, in: 


= — co 


Man hat daher 


n+n=-(V Ver4 Vo ayz 


oder wenn man wieder (10) berüdfichtigt, 


m+n= — (tge-+ cte) V!E--. ? V:. 


sin n 2 


m—ı=— (ae nt) V:- 2 cot 2@ V: 
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Die drei Wurzeln find demnach: 
--V: 
mal 3 j 
1 ? — 
“nm V: + 2 vZe Y..(M) 
S-n rn V: — cot 2a V Pr 
Es ſei z. B. 


2-x%+ 8-0 
die vorgelegte Gleichung. . 
Da in biefem Falle 
4 Pp® 4.9 


maTmm< 
fo fege man nad) (13) 








und beftimme hieraus 


nam 9 100 53° Borazr. 


Nach (10) Hi alsdann &« — 30°, 2u 
Wurzeln find bat 


60° und die verlangten 






- _2% _ 
a ment 
3 . , — 
m na nn 
- —E = 
x + rien bo 2+yY: 


Zweite Borausfegung. 











Es fei 
4 P® 
° zarı 
Segt man 
. (15) 
„Vz 
' 0082p 











Ve] 


cos? 
--}d+is 
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oder wenn man 


Erfter Abfchnitt. 


nad (15) 


Ser; 


einführt, | 
— | | pi 
ms — cos (— 1-titgp) Ve 
[p\s 
= (- cos ꝙ - isin ꝙ) V® , 
1. Bi 
= — cap (1 -+ itgp) AB 
[p\3 
= — (089 + isin —M 
Man hat daher: u 
m+tn Vs csp-H isinp 7 V%sp Hising! V: 


— ® (cosp—isin 9) + (cos p+-isin p) 3] V: 
oder nach der Moivre'ſchen Formel (Anmerkung zu $. 18) 


mtn= es + isin Flo Hi sin: A] V:., 


alfo: 


mtn=—2c0% 5 


m—n—2isin® VE. 


Die drei Wurzeln find ſomit: 


sı, = 


39 


. = 


oder wenn man 


9 


— 20065 z, 


— —— 
eos sin vr 


2 ht co — + sin? v3 V:. 
3 3 

cos 3. — mer: 

(mt Hm) Vs 





cos 60° ftatt 4 und sin 60° ftatt 4 Y3 einführt 
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P 
„2m; 
= 2 00 + 8) V — ee BE Zu . (16) 
= 2 c08 [oo —⸗ V: | 


Iſt z. B. 
xꝰ — 6x - 40 
die gegebene Gleichung, ſo ſetze man nach (15) 
1 4.6? 


= N) 





cp 27.4 
alfo 
oe, cos —=iYl 9 450, 


daher 
130 
| 3 15°, 
fo find nad) (16) die Wurzeln: 
— 2c08 15 .YV2 = — 2,73205; 


x == 
x, = 2 cos (60° + 15%) Y2 = 0,73205; 
% = 2 cos (60° — 15%) Y2 = 


Bierter Fall. P und Q feien negativ. 
Für dieſen Fall ift nad) (3) und (4): 


4 p? 
— 5] +Yı - 27 | 
Q 4 pP? 
3 _ — 1 
n el V:- 27 | 


Erfte Borausfegung Es fei 


Sept man 
4 P? a. 
Ta = 2 . E72 “ L} . » (17) 


alſo 





nd hierauf 


gm 


o erhält man ganz ann. wie in der erften Vorausſetzung des 


ritten Falles die drei Wurzeln: 
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P 
a sin 2a 
P 
= 5. + at 20 VIE —P . (18) 
V: 
g — 
= 09,” cot 2 Y—P 
Sf z. 2. die Gleichung 
x? —- x — 383 — 
gegeben, fo fee man nad) (17) 
sindp — „” 21 sing = v7 
27. 28? = 796’ 196 


beftimme hieraus 
| 9 = 108 53° 36,22 


2 
und aus 
3 — — 
tg a = Vi 5, 
= 30°; 2a —= 60°, 
fo find die verlangten Wurzeln: 
_2%_, 
sin 60° ’ 
y3 — 
= tin = — 2-5 
— V8 — 0 __ AF 
= — og — 8 i cot bo ⸗ — 2 —y—5. 
Zweite Vorausſetzung. Es ſei 
4 pP? > 1 
27 Q2 


Sest man wie in der zweiten Vorausſetzuug des britten Falles 
ap 1 
2702 cos?ꝰꝙ 


[p\3 
Q=2c089 VER 


und verfährt num ganz analog wie bort, fo erhält man für bie drei 
Wurzeln: 


alfo 
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= 2 iz 


u-- 2.4) 5 .. 4119) 


= — 2 cos ſooo — 9) \V; 


Es fei z. 8. 
x — 1x — 9 = 
die vorgelegte Gleichung. 


Sekt man 
1 4.19 
co 27.9’. 
fo mird 
cos p — er p = 550 46 16,12; 9 = 180 35° 25,37%. 


Alfo find die drei Wurzeln nad) (19): 
x, = 4 cos 18° 35° 25,37” = 3, 79128; 
x, — — 4 cos 78% 35‘ 25,37” = — 0,79128; 
x, = — 4 c08 41% 24 34,23" — — 3. 


8. 23. Auflöfung goniometrifcher Gleichungen. 


Auch für die Auflöfung goniometrifcher Gleichungen laffen fich 
feine beftimmten Regeln in Bezug auf dad zu beobachtende Ber: 
fahren aufftelen, weshalb wir zur Erläuterung fogleich einige 
Beifpiele Iöfen wollen. 

1) Es fei aus der Gleichung 

asınx = bcosx 
der Winkel x zu beftimmen. 


Auflöfung. Dividirt man bie ganze Oleichung durd) cos x, 
fo folgt: 
tg x — b , 
a 
woraus nun I x beftimmt werden kann. 
Iſt 3. B. gegeben 
768,73 sin x = 249,39 cos x, 
o folgt aus der Gleichung 
_. 249,38 


ts x rg’ 





Erfter Abſchnitt. 


log 249,38 — 2,3968616 
log 768,738 — 2,8857738 


log tg x — 0,5110878—1 





I x = 170 58 24", 
= 180% -£ 170 58° 24" — 1979 587 24%. 


ichung 

a sin x + b cos x ⸗ 
en. B 
Öfung. Sehe 

eos x ⸗ T— sin!z, 


asinx + bVYi —anxı=c, 
vsinx — ce)? = b? (1 — sin?x) 


b?— 2 
2+ br 
dlich zur Beſtimmung von x erhält: 
nz actb Va+b a 

ar J 
flöſung. Beſtimmen wir einen Winfel 9 fo, daß 
_ any 


* 200 sinx = 
2 + b2 





. sin 
sinx + cos x mP_ —— 
cp a 


P © 
x cos ꝙ + cooxeiny = — con gQ, 


(1): 


sin 4 9) ⸗ cos Q, 





t leicht x + 9, fomit auch x finden läßt. 
die Gleihung gegeben: 
„6 sinx + 345,622 cosx — 480. 
un 
345,622 


BIT 





Goniometrie. . 79 





’ 
log 345,622 — 2,5386014 
log 493,6 = 2,6983752 


log tg 9 = 0,8452262—1 
- 9-53, 


ober “59 = 1800 + 850 — 2150, 


Man erhält fomit aus 
_ 480_cos 350 


i 50 
sin (x + 35°) 10’ 
da 
log 480 — 2,6812412 
log cos 85° — 0,9138645—1 
log (480 cos 35%) — 2,5946057 
log 493,6 — 2,6933752 
log sin (x + 35%) = 0,9012306—1 
ift, für 
x + 35° — 52048 17,7% ober 127011'42,3”, 
folglich für 


x = 17048'17,7° ober 9201142,3", 
Ebenfo aus der Gleichung 
480 cos 215° 480 cos 35° 


EEE; Tr 
, , 


da nad) Obigem 
log sin (x + 215%) — 0,90123808—1 (—) 
x + 215° — 232048 17,7" ober 307011'42,3, 











wieder 
x= 17048'17,7° ober 92011'42,3* 
3) Die Gleihung 
atgx=bceox 
aufzulöfen. 
Auflöfung. Führt man Bi für tg x ein und entfernt 
den Nenner, fo erhält man 
asinx — b cos?x, 
ober, wenn man cos?xz — 1 — sin?x fegt: 
sin?x + n ſsin x — 1, 
oraus folgt: 


sin x —⸗ — 





— 





. 
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Setzt man nun 9b 
is 9, 
ſo erhaͤlt man _ 
ein x = — cot ¶ F VI 189) 
_ Tr 
= — coty [ı F =) 8. 6 (11)]. 
__wg+ti 
— ing 
Alfo wird 
2 2 
2 sin 2 cos * 
ein Sr Yo oder = — I * [8.16 (11)u. 12)], 
\ = 1g$ or = — eo? (8. 16 (B). 


Sol z. 2. der fpige Winkel beftimmt werben, welcher der 
Gleichung 
18 tg x — 23 cos x 
genügt, ſo ſetze man 
— 46 
gy= 5 
Man findet alsdann 
log 46 = 1,6627578 
log 18 — 1,2552725 
log tg @ = 0,4074853, 
folglich A 2 6803746,7. 
Aus der Gleichung 
680 3746,7 


sin x ⸗ tg 


— tg 340 18° 52,8" 
erhält man num 
log sin x — log tg 34018‘52,8” — 0,8341210—1 
alfo A x = 43°2'30". 
4) Die Gleichung 


a cos’x + beinx cosx + ceinx—=d 
aufzulöfen. , 
Auflöfung. Setze 
- sind — 1 — cos%, 


fo folgt, da nad) $. 16 (1) . 
sinx dos x — 4 sin 2x, 
2a cos?x + bin 2x + 20 — 2e cos?x — 2d, 
ober 
2 (a — ce) cos?x + bsin 2x = 2d — 2c, 
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ober 
(a — c) cos%x + (a — c) (1 — sin?z) + bsin2x — 2d — 2c, 
ober, weil nad) $. 16 (2) 
cos!z — sin?z — CoB 2x, 
auch “ 


@— 0) 0% +bink-2d—c—a. 
Bezeichnet nun @ einen folden Winkel, daß 
.—c sin np 


au 689* 
fo folgt wie in Aufgabe 2: 
sin (dx + 9) AZETR ng, 





Um z. 2. ven fpigen Winkel zu beftimmen, welder der Gleihung 
8 cosx + 5einxcoox + 7 sin — 9 
genügt, fege man 


is 9 ⸗ 





8s —7 
at m 
fo wird 
log tg 9 = log 0,2 = 0,3010800—1 
alfo SI 9 = 11018'35,7" 
und fomit folgt aus 
7 — o 3574 
sin (25— 11018 35,7, — 18 Bi —E I —— 
da log 8 == 0,4771218 
log cos 11018°35,7 = 0,9914834—1 
log (3 cos 11018°85,7“) — 0,4686047 
log 5 = 0,6989700 
log sin (2x 4 11018°85,7°) = 0,7696847—1, 
da 





2x + 11° 18° 35,7” — 36° 2' 23,5 
alfo 2x — 240 43' 47,8" 
und SL x 120 21° 53,9% 

5) Die Gleihung sinx — 0,004363323x aufzulöfen d. h. 
einen foldhen Werth für den Winkel x zu finden, daß die nad) 
Graben beffimmte Maßzahl deffelben mit 0,004363323 multiplicirt 
als Produkt die Verhältnißzahl sin x liefert, oder wenn man bem x 
die in $. 18 angeführte Bedeutung beifegt, einen Kreiöbogen zu 
finden, deſſen sinus das 0,004863323 fache des Bogens if. 

Auflöfung.“ Da fi) Gleihungen diefer Art nicht allgemein 


auflöfen laſſen, fo fucht man durch wiederholte Sebfitutten von 
Spig, Lehrb. d. Trigonometrie. 4. Aufl. 


Erſter Abſchnitt. 


menen Werthen fuͤr x dem wirklichen Werthe dieſer Un— 
ı immer näher und näher zu kommen, bis man endlich 
erth gefunden hat, welcher den gewünfchten Grad von 
feit befigt. Ein ganz elementarer Weg zur Erreichung 
eles ift folgmber: 

rithmirt man beiderſeits und reducirt Die erhaltene Gleichung 
‚ fo folgt: 

gsinx — (logx + log 0,004363323) = 0 ... (1) 


nen wir num den Werth der linken Seite diefer Gleichung 
durh X, fo if Mar, daß wenn man für x der Reihe 
2% 3%, .... einführt, X nach und nad) verfchiebene 
innehmen wird. Im Balle nun ber zu fuchende Werth 
vifhen r und r + 1 liegt, wird der Werth von X für 
und x — r + 1 enigegengefeßte Zeichen erhalten, da 
wur dann innerhalb diefer zwei Grenzen Null werben ann. 


yaher einen erften angenäherten Werth, von x zu befommen, 
man zunächjft diefe Grenzen. Einige Aufmerkfamfeit in 
ver Natur der vorgelegten Aufgabe läßt diefelben oft bald 


indet man 3. B. in vorftehender Gleichung 
: 100: . 
logx — log 10 — 1,0000000 
log 0,0048638323 — 0,6398174—3 
x + log 0,004363323 = 0,6398174—2 
3 sinx — log sin 10° — 0,2396702—1 
X = 0,5998528 
og 
x — 9003 X— 0,4059401 
x= 1500: X = — 0,1169387 
jervorgeht, daß x > 90°, aber x < 150° ift und näher 
als an 90° Tiegt. Sept man deshalb x — 140°, fo 
für X — 0,0221221 und es liegt fomit x zwifchen. 140° 
v 


x — 141° folgt X = 0,0098353, 

x — 142° = X = — 0,0027637. 
alfo der wirkliche Werth von x zwifhen 141° und 1420, 
ihnlicher Weife Fönnte man nun fortfahren die Orenzen der 
und dann die der Gefunden zu beftimmen. Da biefe Art 
en jedoch fehr weitläufig ift, fo verfährt man von nun 
ch der im Nachſtehenden erläuterten Methode, 
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Nimmt man irgend eine Gerade AR (Fig. 7c) als Abfcifjenachfe 
an, A als Coordinatenurfprung, trägt der Reihe nach die Werthe 
von x als Abſciſſen und bie ia. 7 
entſprechenden Werthe von X ig. Te 
ala Ordinaten auf, fo bes 
fimmen die Enbpunfte ver 7 
legteren eine krumme Linie,“ 





welche zwifchen ben beiden Ab- — — | 
feiffenenppunften, für welche die —4 
zugehörigen Ordinaten auf — “ 


verſchiedenen Seiten der Ab⸗ u 
ſeiſſenachſe Tiegen, diefe fhneiven wird. Die Ordinate dieſes Durch: 
ſchnittspunkts ober ber betreffende Werth von X ift aber Null, 
alfo drückt umgelehrt, die zugehörige Absciffe den wirklichen Werth 
von x aus. 
Iſt alſo AB — 1405; BF = 0,0221221 
AC = 141; 04 = 0,0098358 
AD = 142; DH = — 0,0027638, 
jo beftimmen die Endpunkte F, G, H im Ullgemeinen eine krumme 
Linie, und die Entfernung AP drüdt den verlangten Werth von x aus. 
ge mehr man nun die beiden Punkte C und D einander nähert, 
um fo mehr wir das Linienelement GPH als eine Strede angefehen 
werben können. Gegen wir nun GPH al8 eine folde voraus, 
ziehen GM//AR und verlängern HD bis M, fo ift 
APGWAPDHnA GMH, 
und es verhält ſich fomit: 
CG : CP = DH : PD = HM: GM 


ober C@: CP = DH + CG: CD, 
woraus folgt: _ c@.cD 
Reif @) 


Führt man nun in dieſen Ausbrud die betreffenden Zahlenwerthe 
ein, und ſetzt 
C& — 0,0098353; DH = 0,0027638; CD = 1, 
fo erhält man 
0,0098353 
or — roreerpi 
Subſtituirt man nun in die Gl. (1) : x — 141,7806° — 141° 
46'50°, fo findet man X — 0,0000284 und der wirkliche Werth 
m x liegt daher zwiſchen 141° 4650 und 142°. Betrachtet man 
iher AC als die dem Werthe von x = 141° 46°50” — 141,7806° 
atſprechende Wbfciffe, CG als die zugehörige Ordinate, und 
gt alfo in (2): 5 
CcG = 0,0000284; DH = 0,0027688; 
CD — 142° — 141,7806° = 0,2194, 


6* 





= 0,7806° = 4650". 


Be | 


84 Exfter Abſchnitt. 
fo folgt: j 


Für 
x = 141, 7806° + 0,0022315° — 141,7828° 141946' 


erhält man aber nad a 
= 0,00000083. 


Da biefer Werth der Null ſehr nahe Fommt, fo kann man als 
reichend genau fegen: 


CP = 0,0022315° — 8". 








x = 141046'58". 
Durch abermaliges Wiederholen des Verfahrens würde man erhal 


—— 0,0000003 . 0,2172 — 0,000023° 


0,0027641 
und hiernach 
x = 141,782823°0 — 141° 46'58,16“. 
Anmerkungen. 1) Nach der Anmerkung 2 zu 8.129 des 2. Theiles mı 
Lehrbuchs ber allgemeinen Arithmetit Lönnen transcendente Gleichu 
auch mittelſt ber dort gelehrten Regula falsi aufgelöft werden. © 
wir zu dieſem Ende in der aerenden Mer Näßernmgsformel 
() — a 
rg: 
«= 141; = 142; f («) = 0,0098353 5 f (ß) = 0,0027638; 
ſo reſultirt als erſter Nägerungäwe th 
142 . 0,0098353 + 141 . 0,0027638 _ 1,7863084 





= 0,0098353 + 0,0027638 D,onsagı — 14477806 
Subſtituirl man nun in Biete Formel 
«= 141,1806; ?= 142; f (a) = 0,0000284; f (9) = — 0,0027 


fo erhäkt ara, ala ie —— 
142. 0,0000284 + 141,7806 . 0,0027638 BEER 
Wa 0,0000384 -F 0,0027638 141,78290 == 141040 


alfo einen Bert, den wir al8 hinreichend genau fit x annehmen Kdı 
2) Auch auf folgende Weife gelangt man zu einer Näherungsfe 
für uorfisgende Aufgabe: Nehmen wir wieder an, es E der wir 











Werth zwifchen « und 2 und ſetzen denſelben — « -H 9, jo wird p 
fo Helen zeit bezeichnen, Kuh man bezüglich der 
log sin (a + p), I Jos sin “ log sin ß, 


und 
den im 1. Theile der allgemeinen. il et 9. 141. Zuf. 4 angefil! 
Satz anwenden, aljo, wenn wir bie Zahl 0,004363323 durch a bezeid 
fegen können: 
108 Sin (a +9 „ein a: Iog in 1B lo Io sin _ ri = 
— log a 
Subtrahiet ne vorderen Sekkanipe and — — dab 
lgsin 4 9) =lg(@ +9) +lga 
ift, fo erhält man: 
log sin « — log “— loga : log sin« — log « — (log sinß — Iı 


= 9:B—au 
und hieraus: ‚ 
(dog sin « — log « — log a) — «) 
9 = og sin a — Ing « — (logsinß — Iogf) 
Hat man hieraus p beftimmt, fo fege man « + 9 in Ka nn 6 
an bie a von « und beftimme abermald den entfprechenden 2 
von pi. 








— — 
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Setzen wir z.B. « = 141% = 1420, P— a 1°, fo ergibt ſich: 
_ (0,7988718—1) — 2,1492191 — (0,6398174—3) 
77 (0,7988718—1) — 2,1492191 — (0,7893420—1) + 2,1522883 
— 00095353 _ ,78064° — 46.50" 
06,012599 — u 
und ein genäherter Werth wäre alfo 
a+ og = 141° 4650”. 
Führt man nun ftatt a den Werth 141,7806° ein, beſtimmt wieder p, 
fo liefert 141,7806 + _ einen noch genaueren Werth u. f. m. 








8. 24. Aufgaben zur Uebung. 


a) Ueber das Auffchlagen der Logarithmen zu ges 
gebenen goniometrifchen Sunctionen. 


1) logsin 1714” —? 20) logtg66°15’20” —? 
2) log sin 2348 —? 21) logtg 1642530 —? 
3) log sin 236’? 22) logtg 840°15’14'—? 
4) logsin 124°38’—? 23) logtg354°8”—? 

5) log sin 788046’ —? 24) logtg(— 570°25°)—? 
6) log sin 238° 44'—? 25) log cot 12°16’4” —? 


7) log sin 58° 37’ 24” —? 26) log cot 110° 2416 —? 
7a) logsın48°54’36’ =? 27) logcot 670°47’38”’ —? 
7b) logsin 68018’24”—=? 28)log cot (— 1285°37'5,8') =? 
7c) logsin56°46'56,7”=? 29) logsin 17038'29, 11” —? 
74) logsin 27°5°49,3”=? 30) log cos 25°47'16,31" =? 
8) logsin 129°3,7'—? 31) logtg31°51'19,11” =? 
9) logsin394947'12” =? 32) logcot 41° 21'37,57"—? 
10) logsin (—940°8'20,4)=? 33) log sin411°49’18,11”—=? 
11) logsin (—214°8’°4”)=? 34) logcos59 31’49,77' =? 
12) log cos 25°48’—? 35) log tg 63° 27’ 48,47 —? 
13) log cos 78° 25' 38° =? 36) log cot 78°38'21,17’ =? 
13a) log cos 30°1’26,8°=? 37) logsin 8351’ 37,86” —? 
13b) logcos31°41'48,8°=? 38) log co8348° 20’ 31,49” —? 
13c) log c08158°2'38,8””=? 39) logtg 23°45' 58,76” —? 
13d) logc0s120°36’18,8”=? 40) log cot 38°47’39,18''—? 
14) log cos 160° 14" —? 41) log sin 47°57'59,83” —? 
15) logcos (— 5°38’36°”)=? 42) log cos 5143’ 35,28”? 
16)logeos(— 1205 3’40°)—=? 43) logtg 608%57° 10,13” —? 
17) logcos310°15’26”=? 44) log cot793°11’22,33’—? 
18) log cos(—1580°27'’6,2°)=? 45) logsin31°11’10,87”—? 
19) logtg14°3’12”—? 46) log cos 7°19'29,23 —? 





Po 
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47) logtg 11939 51,27”? 
48) log cot26°47'30,51”=? 61) logain 229°42'40”— 


60) los eot 58029'11,21”=? 





49) logsin 44°37'16,08”=? 62) 10g 008317026'10%? 


50) log cos 757047.21,97° 
51) logtg51029°31,13” 
52) logcot 17055‘ 29,99” 


53) log sin 2° 2951,47" — 


54) log cos 7041’ 26,78° 
55) logtg 1017'49,38“ 
56) log cot 84025‘ 28,07” 
57) log sin 531015" 42,47 













=? 63) logtg49922'35"—? 
64) log cot 669035'20” =? 

? 65) logsin (—498°45' 10) = 

66) log cos (— 582° 56'40”)= 

67) logtg(— 104204 25) 

68) log cot(— 2039 25° 10)= 

69) log sin 2380°15'30”—? 

? 70) logcos2838° 23’20”—? 


58) log cos81056’40,28”—? 71) logtg3101°38' 50” —? 


59) logtg 35° 1:47,19" —? 


72) log cot 3543 1630" =? 


b) Weber da Aufſuchen der Winkel zu gegebenen 
Logarithmen goniometrifher Bunctionen. 


Den Winkel x zu beftimmen, wenn gegeben ift: 


1) log sinx — 8,5385779. 

2) log sin.x = 9,3454688. 

3) log sinx = 9,9760599. 

4) log sin x — 9,9865432. 

5) log sinx — 9,9286485 (—)*). 
6) log cosx —= 9,4683276. 

7) log cosx =  9,8524768 (—). 
8) log cosx — 8,2768498 (—). 
9) log tg x — 9,7869458. 

10) log tg x = 9,8964835 (—). 
11) log tg x = 10,7248635 (—). 
12) log cotx = 9,7486954. 

13) log cot x = 8,6832976. 
14) log cotx — 9,9824683 (—). 
15) log sinx = 9,8661555. 

16) log cos x = 9,9542089. 
17) log tg x = 9,8483916. - 
18) log cotx = 9,8719299. 


*) Das beigefügte Zeichen (—) deutet am, daß die betreffende Fuucti 
negativ fein fol, hiernach alfo I x zu beftimmen ift. 





— —* * * 
- 

5 

) 


9,2875483 (+) und cos x (+). 5. 
9,6874589 (—) und cosx (+). 
29) log sin x 9,2843006 (—) und cosx (—). . 
30) log cosx 9,7864537 (—) und sinx (+). 
31) log cosx = 9,2478698 (-+) und sinx (—). 
32) log cos x 3,2689456 (+) und sinx (+). 
33) log tg x = 10,4786398 (+) und sinx (—). 
34) log tg x 9,4287543 (—) und sinx (—). 
85) log tg x = 9,1432685 (—) und sinx (+). 
36) log cotx = 9,6845002 (—) und sinx (+). 
87) log cot x = 10,2247586 (—-) und cosx (+). 
38) log cot x == 11,0824783 (M) und sinx (—). 
39) Bon welchem fpigen Winfel ift der cos halb fo groß 
| ald der sin? 
| 40) Bei welchem fpigen Wintel verhalten fc sin und cos 
zu einander wie 3:4? 
41) Wie groß ift der fpige Winkel, deſſen sin gleich der 
Hälfte des cos vom doppelten Winfel ift? 
42) Bon welchem fpigen Winfel ift die tg doppelt fo groß 
als der sin des doppelten Winfeld? 
43) Den fpigen Winfel x zu beftimmen, wenn gegeben ift: 
a) 5 cos x — 3 cot x; 
2 


b)snx + 4 cot = 55 


c) kcosx - 3sinx — 2= 0; 
d) 12 sin(x + 45%) — 4cosx — 9 ssin x = 0; 


27) log sinx 
28) log sin x 
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19) log sin x = 9,6567465. 
20) log cosx — 9,8595626. 
21) log tg x = 8,9079105. 
22) log cotx = 10,4119951. 
23) log sin x = 9,4850052. 
24) log coox = 9,8547916. 
25) log tg x = 9,3002785. 
26) log cot x = 10,1821579. 


Id 





*) Der Winkel x muß alfo, wie oben fchon bemerkt, fo befchaffen fein, 
daß ſowohl deſſen sin als cos pofitiv iſt. Aehnliche Bedeutung Haben die 
Zeichen (+) und (—) in den nachfolgenden Beifpielen. 





no 


Erſter Abſchnitt. 
e) Zein?x + 5 cos%z — dtgx +3 —= 0; 
. 23,68935 _ 30,85882 
f) 41,37297 einx + gr =, 
g) 2sinx cos x — sine; 


DIEBE go; 


k) ctx — tgx — (cot x + tgx) cosa; 


De 4 5) — gt — =2tge 


m) 3 sin 2x — 15tgx = dsinx cos x; 
3einx 5 cos x 
cos x sin x 





n)5cotx — 2tgx — 


0) 2 sin x — cosx — I. 


44) Nachſtehende Gleichungen trigonometriſch aufzulöſ 


a)x — 0,899 x — 17,774 = 0; 
b) x2 — 84,857 x + 249,663942 — 0; 
©) x° + 90,06 x + 803,4008 = 0; 

d) x? + 0,8707744 x — 0,2139638 — 0; 
©) x? + 0,8004274 x + 0,2226419 — 0. 








Zweiler Abſ nit, 
Ebene Trigonometrie 


A. Berechnung der rechtwinkligen Dreiecke. 
8. 25. Erllärung. 


Da ein rechtwinkliged Dreied beſtimmt ift: 


1) durd) die Hypotenufe und einen fpiten Winfel, 

2) durch eine Kathete und einen fpigen Winfel, 

3) durch die Hypotenufe und eine Kathete, 

4) durch die beiden Katheten; 
fo befchränft fich die Berechnung bdeffelben — wern man burch 
a und b die Maßzahlen der Katheten, durch c die Maßzahl 
der Hypotenufe und durch « und A beziehungdweife die ben 
Katheten a und b gegenüberliegenden Winfel bezeichnet — auf 
nachftehende vier Aufgaben. 


8. 35. Erfte Aufgabe. 


Die Hypotenufe c und der Winkel « find gegeben; 
man foll die Katheten a und b und den Winfel 2 
finden. 

Auflöfung Nah $. 3 (7) und (8) folgt: 

a — csina und b= ccose,. 

Ferner ift 

= — .. 


Zweiter Abſchni⸗ 


a = 36° 40%, fo 
n 86° 40, b= 3 
825 log 
897—1 logcos 36 
22 k 
om, 


— 36° 40° = 58° 


27. Zweite A 


nd ber Winfe 
ec, die ande 


= MM — 
IR 4 Matt a geg 
erfahre dann wie v 
:324,6m, u — Al 
324,6 
EIITIZVZTGe 
2,5113485 
0,8807936—1 log 
427,12490 . 
«90° — 40° 32 5 


28. Dritte A 


o und die K 
e Kathete bu 


18 der Gleichun 


. a 
ne=— 
c 


a ober = atg 
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rkung. Man hätte auch b nad) dem pythagoräiſchen Lehr⸗ 
ven können. 
3. e — 46,540, a — 34,80, fo wird 
34,8 na ORTE 
nem alfo log sin « = 0,8737528—1, 
a = 480 23° 43,1%, 
P=W — 48° 23° 43,1" — 41° 36° 16,9% 


b —.46,54 cos 48° 23 43,1% — 30,90199m. 


8. 29. Vierte Aufgabe. 


en Ratheten a und b find gegeben; man 
potenufe co und die Winkel « und 4 bes 


19. Aus der Gleichung 
get 
sep 


fel @ und mittelft deffen, wie in ber zweiten Auf 
net werben. 


rtung. Dan kann auch c mittelft des pythagoräiſchen Lehr- 
nen und dann wie bei der dritten Aufgabe verfahren. 
3.8. a = 5i,6m, b — 32,90; fo wird 


51,6 5 
ga= ErZ alfo log tg « = 0,1954538, 


a =. 57 38 2," u. ſ. w. 


Berechnung der ſchieſwinkligen Dreiecke. 
a) Lehrfäge. 


8. 30. Erfter Lehrſatz. 
Dreiede verhalten fi die Seiten wie die 
gegenüberliegenden Winkel. 
Beweis, 


wir durch a, b, e bie drei Seiten eines Dreiecks, 
bezüglich die ihnen gegenüberliegenden Winkel und 


Bweiter Abſchnitt. 


nd q beziehungsweife die auf bie Seiten c und b von 
überliegenden Edpunften aus gefällten Perpendikel, fo ift 
D)p=asinf — bsina, 
2)q — asiny= csine, 
ch verhält fih nah 1): 


a:b= sine: sinß 
2): 


a:c- sine :siny, \ 
) 
b:e= sinß: sin y. 


8. 31. Zweiter Lehrſatz. 


Quadrat einer Seite eines Dreiedö ift gleich 
me ber Quadrate ber beiden anderen Seiten 
dem doppelten Produkte aus diefen beiden 
multiplicirt mit dem Cosinus des von ihnen 
en Winkels. 


Erfter Beweis. 


hnen wir durch a, b, c bie drei Seiten eines Dreiecks, 
8, y bezüglich die ihnen gegenüberliegenden Winfel und 
ı den Edpunkten aus Perpendifel auf die gegenüber» 
Seiten (oder deren Verlängerungen), fo wird jede der 
zwei Abfchnitte getheilt. Betrachten wir nun z. B. bie | 
der Seite c näher, fo erkennen wir ſogleich, daß der ! 
) cos £, ber andere gleich bcos«, alfo 
© == ac0sß.+ bcosa*) 





demfelben Reſultate gelangt man auch auf folgende Weiſe: 
. 30 verhält fi ce : a — siny : sin«, alfo ift 











_asiny asin(@+P 
- ine sin a _ 
‚12 (d): 

_ asinacosß-+eosesinf) _ a sin ß 





= acosß+ in Ba 


sin « 
t aber nach 5. 30 PER — dz foiguch 


c=acoß+ bcos. 
ill, daß z. B. « ſtumpf ift, wird cos“ negativ, alfo von ſelbſt 





il 


In ähmticher Weife erhalten wir hiernadh: 
= CCc08@% + 8C08Y, 
a=ccof + bcosy. 
Multipliciren wir nnn die erfte der brei vorſtehenden Glei⸗ 
chungen mit (— c), die zweite mit (— b) und die dritte mit a, 


fo folgt: 
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— c? = — accosß — be cosa, 
— br — — becosa — ab cos y, 
a? — ac cos + ab cosy, 
woraus ſich durch Addition ergibt: 
a — b — c— — 2bcecoseo, 
oder 
a2 — b? + c?2 — 2bccos a. 


Zweiter Beweis. 


Fig. 8. Nach befannten Sägen der ebenen Geo- 
metrie (E. ©. 88. 128 und 129) ift (Big. 8 
und 9) 
« b- a? — b? + c2 T 2cm, 
je nachdem der Winfel & ein fyiger(Fig. 8), 
oder ein flumpfer (Big. N ift, alfo der Fuß- 
punft. des auf die Seite c vom gegenüber- 
Fig. 9. liegenden Edpunfte aus gefäliten Perpendikels 
in der Seite c felbft, oder in deren Berlänge- 
rung liegt. 
Kun ift aber im erften Falle m = b cos & 
und in lebterem nach $. 7 (24) 
m — b cos 2R—co)=—bcose, 
alſo in beiden Fällen 
a? — b? + c2 — 2 bc cos o. 





8. 32. Dritter Lehrſatz. 


Sn jedem Dreiede verhält fih die Summe zweier 
Seiten zur Differenz berfelben Seiten wie die Tangente 


die Größe b cos « fubtractiv in Rechnung gebracht, wie dies auch ſtattfinden 
muß. Durch Conſtruction der betreffenden Figur wird dieſes leicht anſchaulich 
gemacht werden können 


erg 
Zweiter Abfchnitt. 


ben Summe ber gegenüberliegenden Winkel zur 
ate der halben Differenz diefer Wintel: 


Erfter Beweis. 


fein a und b irgend zwei Seiten eined Dreiecks, « und 
lich die ihnen gegenüberliegenden Winkel, fo verhält ſich 
30: 

a:b=sin«e:sinß 
‚ALS. 147. 9) 
Fb:a—b=sina + sinf:sine — sin 4 
ılih nad) 8. 17 (5) und (6): 
+b:a—b=tgti@+ Mitgtl@ — PA). 

Zweiter Beweis, 

feien (Big. 10) BC — a, Fig. 10. 
b zwei Seiten des A ABC, 
3 bezüglid) die ihnen gegen⸗ 
mden Winkel, und «> ß, 
ya>b(E.©.8.59). Ver⸗ J C 
nan BC, maht CD=CF 
ib zieht DA und AF, fo ift 
CFA = 4 CAF 








— 


CDA=-JCD #6 A 


5 
A-+ 2 CDA= 3 DAF = 90° (€. ©. 8.45. Zuſ. 5). 
t man nun FG // DA, fo verhält ſich ( E. ©. 8. 144. Zuf. 2) 
DA, FG 
DB: FB= DA: FG = 5 :AP 
A DAF = I AFG = 90°, 
DB: FB = tg DFA : tg BAF. 
ift aber 
DFA = 4 ZACD =} (a + f) (€. ©. 9.44), 
BAF = CAB — ZIDFA \ 
=0-4@+N=-t@- PM, | 
verhäft fih auch 
DB:FPB=t4(e+M):gt@—M 


-bia-betgi@+N:tgtla@— Bl 


. Dei 
u .i “ 
R 
— 


' 
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Anmerkung. Ein zweiter geometrifcher Beweis dieſes Satzes ift 


folgender: 
Berlängert mau (Fig. 11) CA und mat CE=CB, ferner CF=CA, 
Fig. 11. zieht BE und verlängert AF bis H, fo ift 


Summe 
Die Differenz 


halt ſich zur dritten Seite wie ber gosinue der halben 


Differenz der zwei an diefer Seite liegenden Winfel 


Cosinus 
zum Sinus 





A CEB = 4. CBE und 
) BFH = _% AFC = A EAH, 
alfo | 
AAEHn A FBEH, 
folglich 
_ AHE = 9. AHB = 9°, 
und es verhält ſich 


EH, BH 
AE:FB= 75: 7% 
oder 
at-b:a—b-= tg EAH: tg BAH. 
Nun ift aber 


I EAH+CFA=a-+ 8, 
alfo 

A EAH =4 (a + ß) 
und 

I BAH=«—EAH—=1(« — BP), 
folglich verhält fi) auch 

a +b:a—b=- 

g 3 (le + M:tgi(e — A. 


8. 55. Vierter Lehrſatz. 


zweier Seiten eines Dreiecks ver— 


der halben Summe dieſer Winkel. 
| Erfter Beweis. 


Es jeien a, b und c die drei Seiten, &, A, y bezüglich bie 
ihnen gegenüberliegenden Winfel, fo verhält ſich nach $. 30: 


id 
er es iſt 


: & — sine! siny 
:c='sin 4: siny, 





ce sin « 

au 7 
sin y 

ce sin ß 

sin y ’ 


Zweiter Abſchnitt. 
sin « + sin 4 
abe, 
Fb:c=sina-+ sinf:einy 
-b:c=sina— sinf:einy. 
nad $. 17 (5) und (6) 
B=2int@+Mwt(a— A), 
P=2sntl@— 6) cos (0 4 4) 
¶) 

any 2 sin? cosl. 
Alt ſich auch: 
ein} (a H) cs 4 (e— A): sing eos}, 


ein 4 (a — A) cos 4 (@ + 9): sind cosl, 
ein 4 (2R— ) = sin r ı cos}, 


’= 0084 2R—)= u [R-5) = sing, 





e == cos+ (@ — AM :sind, 
g— sin + (@ — Mich, 


c= ost (a — PB): cost (a + AP), 
c=sin}(@e—P):sint(e + 4). 
Zweiter Beweis. 
10)BC=a, AC=b, AB=, JA=., 
3 C=y. Trägt man b nad) CD und CF 
mb AF, fo ift 
ZAF=4 ZJAD-t(e + PA), 
= IBAC— ZOUF=-4@— 9 
— N. 
ſich aber nad) 8. 30: 
: AB — sin BAD : sin ADB, 
: AB = sin BAF : sin AFB, 


Z 
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BAF = cos 4 (@ — P), 
AFO = cn + (@ + A, 
E — PA) 

sin AFB = sin AFC = sin 4 (a + ß), 

auch: 
BD: AB = cos$ (a — P):cos4 (@ + 4), 
BF:AB= sin} (ea — P):sint (@ + ß), 

oder 
a+b:e = cos (« — f):cos$ (a + 4), 
a—b:ce =sint}(e — 4): sin (a + P). 


Zufap. 
Multiplicirt man die oben gefundenen Proportionen 
a+b:c= cos+(e — A): sin), 
a—b:ie-eint(e— A) :co} 
aus, fo erhält man bezüglich die Gleichungen: 


(@+b) sin, = ccost (e — 4), 


(a — b) co} = csint(e —ß) 


und obiger Lehrfag fann darum au) folgendermaßen ausgebrüdt 
werben: 


Das Probuft aus der Sum zweier Seiten eines 
Sinus 


Dreiedd und dem Cosinus des halben eingefchloffenen 


Winkels ift gleich dem Probufte aus der dritten Seite 
unb dem Gosinus der halben Differenz der dieſer Seite 
anliegenden Winkel. 


Anmerkung. Durch Divifion diefer beiden Gleichungen in ein- 
ander erhält man wieder den Lehrſatz des 8. 32. 


8. 34. Fünfter Lehrſatz. 
Der Inhalt eines jeden Dreieds ift gleich dem 
halben Brodufte zweier Seiten multiplicirt mit dem 


Sinus des von ihnen gebildeten Winkels. 
Spig, Lehrb. d. Trigonometrie. 4. Aufl. T 


ar) 
“ 


— et a de ed el az 


* R ‘ vl 
VRERT 
en 
’ wi 
* 
RR 
B 
wi 
Fr 
. 
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Beweise. 
Sind a und b bie zwei Seiten des Dreiecks, bezeichnet ferner 
«@ den von ihnen gebildeten Winfel und h die zur Seite a ge 
hörige Höhe, fo ift befanntlich der Inhalt 


a.h 

I=";- 
Nun ift aber h=bsine, 
alfo aud) J _% sin @. 


b) Anwendung diefer Zehrfäte zur Loͤſung von 
Aufgaben. 
8. 35. Erflärung. 
Da ein Dreied überhaupt beftimmt ift: 
1) durch eine Seite und die beiden anliegenden Winfel, 
2) durch zwei Seiten und den von ihnen eingefchloffenen 
Winkel, 
3) durch zwei Seiten und ben der größeren von beiden 
gegenüberliegenden Winfel, 
4) durch die drei Seiten, 
fo befchränft ſich die Berechnung deſſelben — wenn man durd) a, 
b, ce die Maßzahlen der drei Seiten, durch @, A, y die biefen 
Seiten beziehungsweife gegenüberliegenden Winfel bezeichnet — 
auf nachftehende vier Aufgaben. 


8. 36. Erfte Aufgabe. 


Eine Seite a eined Dreiedö und die zwei anliegen- 
den Winfel 4 und y find gegeben; man foll die Seiten 
b und c, den Winfel & und den Inhalt I beftimmen. 

Auflöfung. Man erhält 

Da=10'— 64 4 9), 
ferner folgt aus den Proportionen 
a:b=sin «e:sin A (8. 30) 


a:c=sine:sin y 





_ asinf a sin 4 
2)b = ine sin(®-y)’ 
3) er _ a sin y 


ine sin(®-+y) 
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und endlich nach $. 34: 


4) J = "si sin y— —— an any, 
2 sın (6— 7) 
Es ſei z. B. à — 384,1m, y — 480 54° 36%, 4 — 680 18° 24, 
ſo ifo = 180° — 117° 13° — 62° 47: 
384,7 sin 68° 18° 24° 384,7 sin 68° 18° 24 








en 117013 = sin 6P AT 
_ 384,7 sin 480 54° 36“ 384,7 sin 460 54° 36 
u sin 117° 13° J sin 620475 — 
log 384,7 = 2,5851222 log 384,7 = 2,5851222 
log sin 68018.24” — 0,9680978— 1 log sin 4805436” = 0,8771859—1 
2,5532200 \ 2,4623081 
log sin 62° 47° = 0,9490402—1 log sin 62%47° = 0,9490402-— 1 
log b — 26041798 log ce = 2,5132679 
b = 401,957” e= 326,037" 
EN — IT in 480 541 300 — 58271,7 Om, 


8. 31. Zweite Aufgabe. 

Es jind die zwei Seiten a und b eines Dreieds und 
der von ihnen eingefchloffene Winfel y gegeben;-man 
ſoll die fehlenden Stüde des Dreiecks berechnen. 

Auflöfung. Nach $. 32 verhält ſich 

a — b: a — b — g 3 (ae + P):tigz (e — Pf), 
folglich ift BR 
ts (a N) = — gie - 4). 


Nun iſt aber « + 3 = 180° — y und es läßt ſich ſomit 
aus vorftehender Gleichung leicht & — 4 berechnen. Kennt man 
aber & + P und «& — P, fo laflen fich hieraus bie Winfel « 
und 5 felbft auf einfache Weile finden. 

Nach 8. 30 und 34 hat man alddann weiter 

a sin y 
sin & 

Sol die Seite c unmittelbar gefunden werben, ohne. alfo 
vorher & und 4 zu berechnen, fo bat man $. 31 in Anwendung 
zu bringen und erhält alsdann: 

— Ya? + b? — 2 ab cos 7). 

Da ſich aber diefer Ausprud zur logarithmifchen Rechnung 
nicht gut eignet, fo wollen wir bemfelben eine hierzu tauglichere 
Form geben. 





ab . 
, ‘=, sny. 


7 * 


Zweiter Abſchnitt. 
= Y(a® + b? — 2abcosy) 
8.16 (11) osy=1— 2 sin? 
a— b) + 4ab einz 
4 ab sine! 
my lta=y 
ı einen Winfel 9 fo, daß 
> sin?Z 
ei 5 
Eee ee 
t zur logarithmiſchen Rechnung offenbar 


vo| 
az 


‚ren, den Ausdruck für © umguformen, ift 


t 
r=2 002}, — 1. 


Werth für cos y in die urfprüngliche 
t man: 


+ bb)? — 4ab cos) 


v\ 4 wo] 
ylary 


‚ cos? 
Fb 
usdruck über in 

+ b) YÜT—sin:p) 
+ b) cos g. 


t, da für den Fall, daß c einen reellen Werth 
zabe doch anzunehmen ift — offenbar 


= sin’p 
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680m, b = 500m, 7 — 64020, 


a+b= 1180, 
a — b — 180, 
4 (@ +) = 4 (180° — 640 20 = 57° 50 
und es verhält fih nad) 8. 32: 
1180 : 180 — tg 5750 tg 4 — P), 








alſe in 180 57° 50° 
w4u-A- FH 
log 180 — 2,2552725 “+ 4 — 115°40° 
10g tg 570 50' — 0,2014036 a—B— mio 18% 
2,4566761 «= 7128 0,9% 
log 1180 — 3,0718820 B— 40 110 39,1% 


log tg 4 (@ — A — 0,8847911—1 
a— ß= 21° 16' 1,8" 


_ 680 sin 64° 20° log 680 — 2,8325089 
TR 0,0” log sin 64° 20° — 0,9548834—1 
“ 27873923 
log sin 719 28° 0,9” = 0,9768726—1 
log ce — 2,8105197 


ce 646,426, 
Um ce unmittelbar 3. B. nad) der zweiten Umformung zu finden, 
beſtimmen wir zuerft aus ber Gleichung 


4 ab cos? 
2 _, 
| rw 












i ober 
2 002% Vab 
Zi mar 
den I. 9 wie folgt: Nun ift alfo ° 
log 2 = 0,3010300 © = 1180 cos 56° 46° 56,7" 
log cos = 0,9276285—1 log 1180 =3,0718520 
log yo — 2,1651394 1ogcos56°46'56,7” == 0,7386378—1 
RT log 2,8105198 
log (a + b) = 3,0718920 © = 646,420m, 
log sin g — 0,835150—1 FRANER 
2 = 56° 461 56,7% wie vorhin. 


8. 38. Dritte Aufgabe. 


Man kennt die zwei Seiten a und b eines Dreieds und 


einen ber gegemüberliegenden Winfel a; bie übrigen Stüde zu 
” finden. 


— — — — — 


Ebene Trigonometrie. 


Um jedoch diefe Ausbrüde zur bequemeren Togaruymıpgen 
Rechnung wmzuformen,. bemerfen wir, daß, weil nad) $. 16 (11) 
ine „1 —- we _1_ ca 
2 2 2 2 
ift, ſtatt der Gleichung 1) auch gefchrieben werben kann: 











oe 1 b2+c2—a? a2—b?—c2-+2be 
my; 4be 4 be 
. _ a—(b—c)? 
— Abe 


woraus folgt: 


.@ 
sinn = 


2 





-V 


oder, wenn man die Summe ber drei Seiten a+b-+c=2S 
fest, 





B I 
sin; — V; S-b)W8-d....... (w: 
Nun ift ferner nad) $. 16 13) 
‚@ 1-+-cosa cos @ 
we yo 3 +99 


ober nad) obiger Gleichung 1) 

tl Pre _ b+o’—a 
2 ’ 4 be 4 be 
) Dteza) 





m 1m 
alfo, wenn man zugleid von ber erwähnten Bezeichnung Ges 
brauch macht, 


Ss 
= V; (SA) . . . ..... ..... . 
Durch Multiplication der Gleichungen (4) und (v) erhält man 
. & 1 Jar a — 
sin; cos) „VSS=-)8-5)68-09 
oder, wenn man auf beiden Seiten mit 2 multiplicirt und nad) 
$.:16 (1) sin « für 2 sing co, fest, 
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Auf ähnliche Weiſe findet man: 
in, (SEE 
iny— , V5E-)E-UE- I) 
Um einen Ausdrud für den Inhalt zu erhalten, bemerfen 
wir, daß mittelft ber zulegt gefundenen Gleichung ber Werth 
J = * sin y (8. 34.) 


übergeht in: j 
J = YVS(S-a) (S—-b) (S— c)*). 
Es ſei z. B. 
a — 54,40; b = 81,6%; c = 122,4”; 


jo ift 

25 — 54,4 + 81,6 + 122,4 = 258,4 
alfo 

S = 129,2 
und 


ine — y129,2.. 748.476 . 6,8 
log sin « = 0,5491984 — 1, a = 20° 44' 30,8". 
Ebenſo findet man 
| — 320 5° 21%; y = 127° 10° 7,9% 
und 
J = y1392.748.476.68 — 1768,64". 


8. 40. Aufgaben zur Uebung. 


a) Aufgaben, welche auf ber Berechnung des recht— 
winkligen Dreiecks beruhen. 


Bezeichnen in den nachftehenden erflen 50 Aufgaben a und b 
die Katheten, & und 4 bezüglich die ihnen gegenüberliegenden 
Winfel, ce die Hypotenuſe eines vechtwinfligen Dreieds, fo feien 

1) gegeben: c = 742,85”; & = 47046’; zu ſuchen: a, bu. 4. 


2) = c—= 600"; 4 = 50°14'12"; ⸗ a,bu.e. 
83) ss a 31,42”; & = 46°28'20; ⸗ b,cu.P. 
4) =: b= 4,736”, « = 10°12'40'; ⸗ 2,cu.ß. 
5) =: a—= 0,085"; b= 0,1858”; ⸗ c, œU. . 
6) = c= 700", a= 4,8”; ⸗ b,eu.P. 


*) Eine elementare Herleitung dieſer Formel findet man in meinem Lehr- 
buche der ebenen Geometrie $. 1378, 5. Aufgabe. 





DU 
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751”; @ = 46°15'34°; zu ſuchen: b,cu.£. 


287; 0 —= 100”; 
a — 56,4%; e — 61,1%; 
ce= 17,25"; a —=5307'48,3"; 
c= 4376,5”; 8 —=5307'48,4"; 





a — 429”; 8 —=58°29'48,7"; 
a — 52,5°;0c—= 712,5”; 
a — 329”; b 1080*8; 
= 31l2— 37,m; 
b= 600”; #=51016'55,2”; 


a= 194,54; 8—3501233,4"; 
b= 247,42=; a—24%4417,26"; 
a— 199,82%;c—= 200,187; 
b= 9M68";c—= 13180”; 
= 3706;b= 115,99”; 
— 155,78”; @—50015/20,37”; 
c= 170,9; 8—27026°4,9"; 


a 123,14”; #=50081'34,3"; 
a—= 153,127;b— 247,34=; 
a — 165,6%;c= 290,42”; 
= 220,8”; c—= 310,58”; 
am 239,97; —48'39'44,97; 


b= 204,14”; a=52°20'13,53"; 
a= 153,94";b= 801,92°; 
a—= 10498";c— 8336,02”; 
b= 363,127;c—= 366,5”; 
e= 31370; 0—603126,64"; 
c= 888,58"; 9—4° 412,25"; 
a= 163,18”; 8—=66%42'59,33"; 
b= 15129; 4—5003453,27”; 
c= 2172,49°;«—45053'41,95; 
a — 4430,81"; c—= 4681,69”; 
c= 1649"; #=17°1'2,68°; 
a — 1135525; b= 5014=; 
a —  68,786";c—= 71,098; 
b 504”;c= 879,38”; 
a= 57,994" ;«—=46°54'30,3”; 
b= 1225,786”; 8—81057'4,78”; 


⸗ 


ve ſvee ee 


a,au.ß. 
b,aeu.ß. 
a,bu.ß. 
a,bu.e. 
b,eu.e. 
b,au.ß. 
Sau.ß. 
2,0u.P. 
a, ou.. 
b,eu.a. 
a,cu.ß. 
b,au.ß. 
a,0u.ß. 
au. ß. 
a,bu.ß. 
a,bu.a. 
b,eu.a. 
au.ß. 
b,eu.ß. 
2,0u.P. 
b,eu.ß. 
3,ou.P. 
Sau.ß. 
b,eu.ß. 
3,ou.ß. 
a,bu.ß. 
a,bu.e. 
b,eu.e. 
3,0u.a, 
a,bu.ß. 
b,eu.ß. 
a,bu.e. 
sau.ß. 
b,au.ß. 
3,au.ß. 
b,eu.a. 
a, ou. a. 





ichen: b, cur * 


s 8,0u.ß. 
⸗, bu.4. 
» &,bu.a. 
= auf. 
⸗4, œuU. . 


wenn dieſelbe 
14,4” langen 
6 erfcheint? 

einem Winkel 


wie hoch iſt 


ine nach dem 
erſcheint von 
nöwinfel von 


= 55,8” ift, 
in einer hori⸗ 
effionswinfeln 
d dieſe Punkte 


ie in gleicher 
7= führt? 

Schatten von 
m Augenblide 


n 868” Länge 
ı Horizont? 
= 5° 30° auf 
er 

den zwölften 
(be mit dem 


ie groß ift ihr 


verbindet ben 
chtswinkel ers 


- 
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Fſcheint einem Beobachter das eine Ende derſelben, wenn er ſich 
am anderen Ende in der Mitte der Allee aufſtellt? 


62) Um die Höhe eines Thurmes AB (Big. 12), nad) 
deffen Fußpunkt B man feine A dig. 12. 
horizontale Standlinie abfteden 
fann, zu beftimmen, hat man die 
fih gegen den Horizont unter 
einem Winfel BED —= f neigenbe 
und nad) dem Fußpunft B ge: 
richtete Standlinie CB = a, fo 
wie den Winfel ACD = « ge 
meſſen. Welchen Ausprud erhält 
man biernady für die Hoͤhe des 
Thurmes? 





63) Ein 120°” Hoher Gnomon (Zeiger einer Sonnenuhr) 
warf zur Zeit des Sommerfolftitiums (Sonnenftilfftand im Sommer) 
einen 22,5”. langen Schatten, zur Zeit des Winterfolftitiume 
dagegen einen foldhen von 189,234” Länge. Man fol hiernach 
berechnen, wie body zu beiden Zeiten die Sonne ftand und welches 


die Schiefe ber Efliptif (Neigung der Erbbahn gegen den 
Aequator) iſt. 


64) Wie groß find die drei Winfel eined Dreiecks, wenn 
zwei Seiten beffelben 48,3” und 54,8” lang find und der zur 
dritten Seite gehörige Höhenperpendifel dieſe in zwei Abfchnitte 
theilt, von welchen der an ber 48,3” Iangen Seite liegende eine 
Länge von 28,98” hat? 


} 
* 
65) Zwei Seiten eines Dreiecks find 1386” und 1352” lang 
und jener liegt ein Winfel von 829 14’ 34,71” gegenüber. Man 
fol die dritte Seite berechnen. 


66) Von einem Dreiedfe find zwei Seiten 2372,88” und 
2208” lang, der von ihnen eingefchloffene Winfel beträgt 68° 


8 40”; man fol die dritte Seite und bie beiden anderen 
Binfel berechnen. 


67) Wie groß find die mittleren Entfernungen E und e ber 
Sonne und ded Mondes von der Erde, wenn der Radius ber 
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75) Die Grunblinie eined gleichfchenkligen Dreiecks mißt 
16,8”, ein Schenkel 12,4”; wie groß find bie drei Winkel und 
der Juhalt des Dreiedd? - 


76) Der Schenkel eines gleichſchenkligen Dreiecks iſt 8,4” 
lang, der Winkel an der Spitze hat 28% 4’ 12°; wie groß iſt der 
Inhalt des Dreiecks? 


77) Welchen allgemeinen Ausdruck erhält man für den Inhalt 
eines gleichfchenfligen Dreiedd, wenn man ben Winfel an ber 
Spige durch & und den Schenkel durch s bezeichnet? 

78) Die Orundlinie eines gleichfchenkligen Dreiecks mißt 
80,6”, ein ihr’ anliegender Winfel 44° 12’ 8”; wie groß ift ein 
Schenkel und der Inhalt des Dreiedd? 


783) Welchen allgemeinen Ausdrud erhält man für den In- 
halt eines gleichfchenkligen Dreiedd, wenn man defien Grundlinie 
durch g und den ihr anliegenden Winfel durch & bezeichnet? 


79) Die Grundlinie eines gleichfchenkligen Dreiecks mißt 102”, 
die zugehörige Höhe 140”; wie groß find die Schenkel und die 
Winkel beffelben? 

80) Die Schenkel eines gleichfchenkligen Dreiedd von 112” 
Höhe find 113” fang; wie groß ift die Grundlinie und jeder ber 
drei Winfel? 

81) Bon einem gleichjchenkligen Dreieck fennt man die Grund⸗ 
linie = 36,4”, die zum Schenkel gehörige Höhe — 28,5”, wie 
groß find die Schenkel und Winfel? 

82) Die Summe ber zwei Katheten eined rechtiwinfligen 
Dreieds beträgt 112”, ein Winfel 38% 40; wie groß find bie 
drei Seiten? 

83) Die zwei Katheten eines rechtwinkligen Dreiedd bifferiren 
um 8,6”, ein Winfel mißt 44%; wie groß find die drei Seiten 
bes Dreiecks? | 

84) Die Hypotenufe eined rechtwinfligen Dreiedd übertrifft 
deſſen Kathete um 14,8”, der dieſer Kathete gegenüberliegende 
Vinkel mißt 46° 28°; wie groß find die drei Seiten bed Dreiecks? 

85) Die Summe der Hypotenufe und einer Kathete eines 
echtwinfligen Dreieds beträgt 1420”, ber von beiden einge 


chloſſene Winfel 36% 18° 20”; wie groß find die drei Seiten bed 


Dreiecks ? 
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86) Der Umfang eines rechtwinkligen Dreiecks beträgt 128,4”, 
ein Winfel mißt 20° 48°; wie groß find die Seiten des Dreiecks? 

87) Der Umfang eines gleichfchenktigen Dreiecks beträgt 124”, 
ein Winkel an der Grundlinie mißt 36° 12°; wie groß find deſſen 
Seiten? 

873) Man fol die Seiten und ben Inhalt eines gleichfchent- 
ligen Dreiecks beftimmen, wenn man den Umfang U deſſelben 
und den Winfel © an der Grundlinie fennt. 

88) Der Umfang eined gleichſchenkligen Dreiecks mißt 484”, 
der Winkel am Scheitel 65° 33° 29,8”; wie groß „find die Seiten 
und der Inhalt deffelben? 

89) Die Grundlinie und ein Schenkel eines gleichſchenkligen 
Dreiecks von 84,8” Inhalt verhalten ſich zu einander wie 5:85 
wie groß find feine Seiten und der Winkel an der Spige? 

90) Die Summe der Grundlinie und eines Schenfeld eines 
gleichfchenkligen Dreiecks beträgt 60”, ein Winkel an der Grund- 
linie mißt 770 18° 10; wie groß find die drei Seiten und ber 
Inhalt diefes Dreieds? 

91) Die Grundlinie eined gleichfchenkligen Dreiecks beträgt 
78”, die Differenz zwifchen dem Schenkel und ber Höhe 9”; wie 
groß find die drei Winfel, der Schenfel und ber Inhalt? 

92) Die zwei Diagonalen eines Rechtecks ſchneiden einander 
unter einem Winfel von 1429 46°; die diefem Winkel gegenüber: 
liegende Seite mißt 120,5”; wie groß ift die andere Seite? 

93) Die 18” lange Diagonale eines Rechtecks theilt die 
Winfel deffelben in zwei Theile, welche ſich verhalten wie 3:5; 
wie groß find die Seiten des Rechtecks? 

94) Die Seite einer Raute mißt 68,47”, ein Winfel berfelben 
519 36”; wie groß ifl der Inhalt? 

95) Der Inhalt einer Raute beträgt 128,47”, ein Winfel 
mißt 128° 18° 12”; wie groß ift eine Seite derfelben? 

96) Die zwei Diagonalen einer Raute verhalten ſich zu eins 
ander wie 3:8; wie groß find die Winkel derfelben? 

97) Die Summe der zwei Diagonalen einer Raute beträgt 
455,6”, ein Winfel mißt 36° 30° 24; wie groß ift eine Seite 
und der Inhalt diefer Fläche? 


























\ 
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98) Bon einem Baralleltrapez D dis. 14. 
ABCD (#ig. 14) ift gegeben: 
AD = 80,4", DC = 36,8”, 
I A=48°36, JB= 45°; / 
wie groß ift der Inhalt der Fläche? — * 


99) Man kennt von einem Paralleltrapez ABCD (Fig. 14): 
AB = 1804,6”; AD — 860,5”; I A = 47° 38°; 
—A B = 40° 50’ 12°; wie groß ift der Inhalt? g 

99a) Von einem Paralleltrapez ABCD (Fig. 14) fennt man: 
AB = 590,1243”; AD — 290,42”; I A — 34° 45' 53,17”; 
IJB= 580 99° 48,7", Wie groß ift der Inhalt deffelben? 

100) Die größere Parallelfeite AB (Fig. 14) eines Parallel: 
trapezes ABCD jei = a, die ihr anliegenden Winfel A und B 
feien @ und 4 und ber Abftand der Parallelfeiten = h; man 
fol einen Ausdruck für den Inhalt der Figur herleiten. 

101) Die nicht parallelen Seiten AD und BC (Fig. 14) eines 
Paralleltrapezes ABCD feien a und b, die größere Barallelfeite 
AB— c, und ein an bdiefer liegender Winfel A— «, man foll 
hieraus den Inhalt der Fläche beftiimmen. 

102) Welche Formeln erhält man für die Seite und für den 
Inhalt eines in einen Kreid vom Halbmeffer = R befchriebenen 
regelmäßigen nede? 

103) Welche Formeln erhält man für die Seite und für den 
Inhalt eines um einen Kreis vom Halbmeffer = r befchriebenen 
regelmäßigen ned? 

104) Man fol den Halbmeſſer r des in ein regelmäßiges ned 
gezeichneten Kreifed in dem Halbmeffer R des um dieſes Viele 
befchriebenen Kreifes ausdrüden. 

105) Den Halbmeifer R eined um ein regelmäßiged ned 
gezeichneten Kreifes in dem Halbmeſſer r des eingefchriebenen 
Kreifed auszudrüden. 

106) Die Seite eines in einen Kreis gezeichneten regelmäßigen 
„es fei = s; wie groß ift die Seite S des umgefchriebenen 
egelmäßigen neds? 

107) Die Seite des in einen Kreis gezeichneten regelmäßigen 
ed in der Seite S des um dieſen Kreid conftruixten regel- 
mäßigen neds auszudrüden. 





Zweiter Abſchnitt. 


ie Seite eines regelmäßigen neds ſei — S; wie groß " | 


ihalt? 

ie groß iſt der Inhalt eines regelmaͤßigen Fuͤnfecks, 
6” fang iſt? 

ie Seite S eines in einen Kreis gezeichneten regulären 
2 ber Seite 5 beö im biefen Kreis gezeichneten regu—⸗ 
ond von boppelt fo vielen Seiten und dem Radius R 
audzubrüden. 

an foll die Länge eines Kreisbogens durch die zuges 
ıe s und ben ihr entfprechenden Centriwinkel « aus⸗ 


16 dem Centriwinkel @ und der zugehörigen Sehne s 
‚enden Sector und das betreffende Segment zu berechnen. 
n Inhalt eines Kreisftüdes zu finden, welches zwifchen 
jmeffer und einer Sehne liegt, wenn der Radius des 
10” und der über der Sehne liegende Kleinere Bogen 
eben find? 

en Inhalt eines Kreiöfegmentes zu finden, wenn man 
iwinfel = @ und den Halbmeffer — r kennt. 

in einem Kreiſe, deſſen Halbmeffer 10” lang ift, eine 
ı ziehen, daß fi) das dadurch abgeſchnittene Kleinere 
m zugehörigen Sector wie 3 : 4 verhalte. Wie groß 
1e? 

Belchen Winkel müffen die zwei Radien eines Kreifes 
damit ber hierdurch gebildete Eleinere Sector durch 
ge Sehne halbirt wird? 

3on einem gegebenen Kreife mittelft einer Sehne ben 
I abzufchneiden. Wie groß ift der dem Segment ent 
ientriwinfel? 

Einen Viertelskreis durch eine zum Begrenzungshalb« 
rechte NG halbiren. Wie groß ift der biefer Senk⸗ 
rechende Eentriwinfel? 

Bon dem Endpunkte des einen Halbmeflerd eines 
:6 aus eine Strede nad) der Verlängerung bed anderen 
fo zu ziehen, daß diefelbe gleich wird dem Bogen, 
ı ben Kreis fallenden Stüde der Strede. Wie groß 
biefem Bogen gehörige Eentriwinfel? 
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115) Der Halbmeffer des um ein Dieied gezeichneten Kreifes 
ift — 14”, zwei Seiten ded Dreieds find 24” und 20” lang; 
wie groß ift der Inhalt dieſes Dreiecks? 

115a) Zwei Seiten eined Dreiecks feien 276,5” und 223,5” 
lang, jener liegt ein Winfel von 63° 37’ 7,6” gegenüber; man foll 
den Radius des umfchriebenen Kreifes, die dritte Seite und ben 
Inhalt des Dreiedd berechnen. 

116) In welchem Berhältniffe fteht ein feinem Halbmeſſer 
gleicher Kreisbogen zu. der ihm zugehörigen Sehne? 

116a) Die Weglinien KA und LE (Sig. 15), welche einen 
Winfel KDL = 36° 20° mit einander bilden, follen durch 
einen Kreißbogen, beffen Radius CE — 100” ift, verbunden 
werden. Die Entfernungen ber Berührungdpunfte A und E vom 
Durchſchnittspunkte D, fo wie die Länge des Bogend ABE zu 
beftimmen. 

117) Zwei gerablinige Wege KA und LE (#ig. 15), welche 
einen Winfel & einfchließen, find durch einen Kreisbogen ABE 
jo verbunden, daß A und E die Berührungspunfte bilden; ber 


ig. 15. 





ec 
A P7 
tadius CE der Krümmung fei r. Beſondere Umftände machen 
3 aber nothwendig, den Scheitel B der Krümmung um BH = a 
egen C hin zu verlegen. Wie groß wird nun ber Radius MN 


es beide Richtungen berührenden Kreisbogens PHN? 
Spitz, Lehrb. d. Trigonometrie. 4. Aufl. | 8 
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126) + a 32r;be3älr;e[—37", + 
127) = a—= 217,249”; b — 280,278”; 
— 44%6'18,05”; ⸗ 
Ä 128) = a 3172"; 9 — 44%'18,1"; 
| y = 129025/6,7°; ⸗ 
| 129) - a 599,08”; 8 = 18%50'31,38°; 
| a —= 11703'10,57"; = 
130) = a 553%; b — 447%; ce — 580%; + 
131) = a 15324,04”; b — 16596,98”; 
8 = 86°51'27,7"; 
132) = a— 5,51"; —78011'15,75"; 
Ä 133) »s a 39"; b = 29"; c = 48”; ⸗ 
134) ⸗ a 185”; b = 229%; 
| y=145053'9,843°; = 
| 135) =: a— 158"; 8 — 9031'38,224”; 
| | y = 67'22’48,487; 
| 136) = a 103,5"; & — 91015'33,312°; 
. $ = 11'25'16,267”; - 
137) =: a= 176%; « = 66°13’21,66°; 
| & = 43°36'10,148°; 
138) = a= 114; b= 164%; ce — 178%; ; 


125) gegeben: a — 140"; b—= 180" ; c—= 230" ; zu fuchen: 
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a, PU.Y. 
a, Au. y. 


c, œu. A. 


b,eu.e. 


b,eu.y. 


, B. y. 
c, u. y. 
b,eu.ß. 
o,Pu.Y. 
c,aeu.P. 
b,cu.o. 


b,eu.y. 


b,eu.y. 
a, Pu.Y. 


139) In einem ftumpfwinfligen Dreief ABC verhält fich 
die größte Seite AB zur Seite AC wie 3:1; B mißt 


von B aus auf diefe Seite gefällten Perpendikel 40”, 


Dreiecks? 
wie groß iſt der Inhalt deſſelben? 
365”; wie groß iſt der Inhalt dieſes Dreiecks? 


groß ſind die beiden anderen Seiten und Winkel? 
8* 





170 28° 30° und die Verlängerung der Seite AC bis zu dem . 
Wie groß 
find bie drei Seiten und die beiden anderen Winfel dieſes 


140) Eine Seite eined Dreiecks mißt 406”, die beiden an- 
liegenden Winfel betragen 40° 2° 15,07” und 80° 28° 21,78”; 


141) Eine Seite eined Dreiedd mißt 527”, der gegenüber> 
liegende Winfel 95° 17° 6,33”, und eine der beiden andern Seiten 


142) Der Inhalt eines Dreiecks beträgt 715”, eine Seite 
mißt 53,4” und ein an ihr Tiegender Winfel 38% 47’ 30°; wie 


geſchriebenen 
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143) Die drei Seiten eines Dreieds verhalten ſich zu einander 
wie 4: 6: 9; wie groß find die drei Winkel dieſes Dreiecks? 

144) Welchen Winfel müflen zwei 124,8” und 368” lange 
Seiten eines Dreieds einfchließen, damit deffen Inhalt= 8687,45 0” 
beträgt? 

145) Der Inhalt eines Dreiedd beträgt 39480”, eine 
Seite mißt 329" und ein daranliegender Winkel 419 6 43,5; 
wie groß find die übrigen Seiten und Winfel dieſes Dreiecks? 

146) Zwei Winfel eines dreiedigen Feldes von 351760 1” 
Inhalt betragen 46° 48° und 56° 27°; wie groß find die Seiten? 

147) Die drei Seiten eines Dreieds find 149,6”, 196,2” und 
169”; wie groß find die Radien des umgefchriebenen, des 
eingefehriebenen- und der drei angefihriebenen Kreife? 

148) Bon einem Dreied fennt man eine Seite = 112,52”, 
die beiden anliegenden Winfel = 77°19'10,62° und 69023'25,1”; 
man fol den Inhalt und die Radien des um⸗, ein und ber an- 
gefchriebenen Kreife berechnen. 

149) Zwei Seiten eines Dreieds find 812” und 929,5” lang, 
der Halbmeſſer des umfchriebenen Kreifes mißt 471,25”; wie groß 
ift der Radius des eingefchriebenen Kreifes? 

150) Die drei Winkel eines Dreieds fein «, 4 und y, ber 
Halbmeffer des in das Dreieck gezeichneten Kreifed — r; man foll 
die drei Seiten a, b, c, ben Inhalt J des Dreiedd und ben 


. Halbmeffer R ded umgefchriebenen Kreifes in den gegebenen 


Stüden ausbrüden. 

151) Man fol den Halbmeſſer R de um ein Dreieck ges 
zeichneten Kreiſes aus der Höhe h biefes Dreiecks und den zwei 
Winkeln @ und A, durch welche die Höhe nicht geht, ber 
rechnen. \ 
15la) Die drei Seiten a, b, c und bie ihnen gegenüber 
liegenden Winkel «, A, y eined Dreieds find gegeben, man fol 
die Ka Wr Ta, Ib, Te ber dem Dreiede eins und an- 
eife berechnen. 

152) Die drei Winfel @, 4, y eines Dreiecks und der Radius 
R des umgefchriebenen Kreifes find gegeben; man foll die Radien 
T, Ya, Ip, Fe der ein und angefchriebenen Kreife, ſowie den In— 
halt des Dreieds finden. 








— 
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1524) Bezeichnen a, b, c die drei Seiten eines Dreiecks, 
a, 8, y die ihnen gegenüberliegenden Winfel, r, ra, ro, re Die 
Radien ber ein- und angefchriebenen Kreife, R den Halbmeſſer 
des umgefchriebenen Kreifes, J den Inhalt und 2s die Summe 
a — b + c ber Seiten des Dreiedd, fo ift nachzumeifen, daß: 


J J 
n = 


0 „+ r — — —«⸗ 
s—a’ s—b’ *8 s—C 





J 
I)r= 3 Y, = 


— 2 cos" cost. 
2)s = 4R cos; C085 cos 


Ynkntnormd 

4)rı + Tre =be; rn + Tale = ac} Ir + In = ab. 
5) rarb - nr + He = 3 

6) rarbre = 13? — Je. 

7) ratırer = J?. 


1 1 1 1 
rt 


152b) Die drei Seiten eined Dreiecks sten a a, b und c, bie 
ihnen gegenüberliegenden Winfel bezügli &, 4 und y; man foll 
die Mittelpunfte der drei in biefed Dreieck gezeichneten Kreife bes 
ftimmen, von weldyen jeder die beiden anderen und zwei Dreieds 
feiten berührt. (Das Malfattifche Problem.) 


153) Außerhalb eines Kreifes (Big. 17 folg. Seite), beffen 
Radius — 859,5" ift, befindet fih ein Punkt K. Man fol 
befien Entfernung vom Mittelpunfte C aus den Winfeln ZAK 
— 78° und Z’BK — 60° und dem Bogen AB — 1500” 
berechnen. 


154) Bon einem Dreied find zwei Winfel & und 4 und bie 
Summe ber zwei biefen Winfeln gegenüberliegenden Seiten = s, 
gegeben; man fol bie dritte Seite und den Inhalt des Dreiecks 
beſtimmen. 


155) Die Differenz zweier Seiten eines Dreiecks ſei = d, 
die diefen Seiten gegemüberliegenden Winfel feien & und 4; wie 
groß ift die dritte Seite und der Inhalt des Dreiecks? 


156) Wie groß find Die drei Seiten eines Dreieds, wenn 
beffen Winfel = «, ß, y und der Inhalt J gegeben find? 


Zweiter Abſchnitt. 


Seite eines Deiedd mißt 280”, der ihr gegenuͤber⸗ 
370 29° 17,7” und die Differenz der beiden andern 
100%; wie groß find diefe Seiten? 


- Big. 17. 





v 


fol die Seiten und ben Inhalt eines Dreiecks 
n deſſen Umfang = p und zwei Winfel deſſelben 
geben find. 


Seiten eined Dreieds, deren Summe — s ift und 
infet = « einfließen, verhalten ſich zu einander 
in fol den Inhalt dieſes Dreiecks finden. 


rei Höhen eines Dreieds find 10”, 12” und 14”; 
vie Seiten, die Winfel und der Inhalt deffelben? 


Imfang eines Dreiecks beträgt 460”, ein Winkel 
7° und ber von ber Spige dieſes Winfeld aus auf 
gende Seite gefällte Perpendifel 120”; wie groß 
eiten des Dreiecks? 
rei von den Eckpunkten A, B, C eined Dreiecks 
den Mittelpunften der gegenüberliegenden Seiten 
ten find der Reihe nad) a, b, c; man foll die 
: Inhalt dieſes Dreiecks berechnen. 
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163) Bon einem Viececk ABCD Big. 18. 
(Big. 18) fennt man AB — 60”, B 
AD — 80”, Diagonale AC — 180”, 
ADC — 68°45'30,6“ und I BAD 
— 160°; man fol die fehlenden Seiten AL 
und Winfel deſſelben berechnen. 

164) Den Inhalt eines Vierecks 
ABCD ($ig. 18) zu berechnen, wenn ger 
geben it: AB = 420”, BC — 387”, 
AD = 580°, 4 B = 139° 7° 10” und I D.— 65° 8 30". 

165) Bezeihnet man bie vier Seiten eines Kreisvierecks durch 
a, b, e und d und die Summe a+b + c + d burd 28, 
fo wird der Inhalt deffelben 

—- v8 =) 8-5 (Sc) S-—Äd). 
Leltet diefe Formel her! 
166) Wie groß ift der Inhalt eines Vierecks, wenn bie beiden 
Diagonalen = D und d, fowie der Winfel, unter welchem fie 
ſich ſchneiden, — @ gegeben find? 

167) Bon einem Bieret ABCD ($ig. 18) find bie brei 
Winkel A, B und C bezüglid — a, 4 und y, fowie bie zwei 
einander gegenüberliegenden Seiten AB= a, CD = b gegeben; 

" man fol den Inhalt des Vierecks finden. 

168) Eine Diagonale eined Vierecks ſei = D, die Winkel, 
welche diefelbe mit den anliegenden Seiten bildet, feien nad) der 
einen Seite hin « und 4, nad) der anderen y und d; man foll 
den Inhalt des Vieredö finden. 

169) Die parallelen Seiten eines Paralleltrapezes find 180” 
und 100”, die beiden andern Seiten 90” und 60” lang; wie groß 

- find die vier Winfel der” Fläche? 
170) Bei einem Bünfet ABCDE fennt man von den Seiten: 
AB — 378", BC — 195", CD = 451", DE = 447, 
von den Umfangswinfeln: 
IB = 30° 30' 37,9", IC = 186° 48° 32,7”, 
AD = 82° 39' 52". 
Man foll den Inhalt deffelben berechnen. 

171) Der Inhalt eines Kreisviereds ABCD (Fig. 18), deffen 
Seiten AD, AB, BC und DC fid) der Reihe nach zu einander 
verhalten wie 5:6: 7:9, beträgt 1000”. Wie groß find 







D 
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en und Winkel des Viereds und der Halbmeffer des ums 
en Kreifes? 
ı Bon einem Fünfet ABCDE*) fennt man: 

AB= 61; JA 8858 3,618”; 

BC — 145”; A B — 89% 8' 18,332"; 

CD= 74; 230 = 151° 32' 53,06; 

AP — 11°25' 16,27". 

»8 find die übrigen Seiten und Winkel, fowie der Inhalt 
? 


N Von einem Fuͤnfeck ABCDE hat man folgende Stüde 


AB — 1087; 4B— 28° 420,95"; 

BC = 915%; IC = 137° 15 31,59"; 

AE= 137; 3E—= 93° 5' 46,74", 

CE — 585”; 
U hieraus bie Seiten CD, DE, die Winfel A, D und 
halt des Fuͤnfecks berechnen. 
) Bon einem Bünfet ABCDE find folgende Stüde 


AB - 4ldn; YA = 1450 8125,24; 

BC = 31%; ZB = 220 37° 11,5%; 

CD= 161m; 0 = 157 22 48,5". . 
AE = 130°; 


»B ift die Seite DE, ID, A B und der Inhalt? 
Von einem Sechera ABCDEF, das nur concave Winkel 
de durch Meffung gefunden: 


B = 193%; ZA — 144° 29° 14,28"; 
C — 42727; ZB — 17237 2,02; 
D = 37024"; _4BED — 120° 30' 36,856". 
IE = 2776,8”; 

F — 1424; 

E = 17807; 


die Seite AF, die fehlenden Umfangswinfel C, D, E, F 
Inhalt dieſes Polygons berechnen. 


Ya die Buchſtaben der Reihe mach die Echpunlte bezeichnen, fo iſt 
ende Figur jederzeit Teicht zu zeichnen. Daffelbe gilt für die nach- 
Aufgaben. 
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176) Von einem Siebenet ABCDEFG find nachſtehende 
Stüde gegeben: | 
AB— 370; JB — 197 3° 0,08%; 
BC — 904; IC = 97037 41,34"; 


CD= 56"; 2D = 81°49'43,56; 
DE:-= 394; . IE — 188°10'16,44”; 
EF — 1221»; IF = 9031'38,22”. 
FG = 419”; 


Man fol die fehlende Seite AG, die Winfel A und G und ben 
Inhalt dieſes Vielecks berechnen. 

177) Einen vom eutfprechenden Gentriwinfel unabhängigen 
Ausdrud für die Seite des in einen Kreis vom Halbmefler = 1 
eingefchriebenen regelmäßigen 17ecks herzuleiten. 


c) Aufgaben aus der praftifchen Geometrie. 


178) Um eine Strede AB (Fig. 19) auf dem Felde zu be- 
ſtimmen, deren Endpunkt A unzugänglich ift, hat man außerhalb 
berfelben einen beliebigen Punft Big. 19. 

C auögeftekt, von welchem aus ES, 
man nah A fehen nd nac Em PB 
meflen fonnte, und CB —= a, en ' nr 
A O— und B 4 IN u 

' gefunden. Welchen Ausprud erhält n Ä 

man hiernach für die Länge der 
Gtrede AB? 

179) Um die Breite eines Fluffes von einem Ufer aus zu 

ermitteln, bat man von einer Fig. 20. 
Stelle A aus (Fig. 20), welche 
fihh gegenüber eines jenſeits am 
Ufer befindlichen SignaldC (Baum 
oder vergl.) befindet, eine Stand⸗ 
linie AB von 22” Länge abgeftedt 
unddieWinfelBAC=95054'13,3" 
rt ABC—5307'48,3 gemeflen; 
I breit ift der Fluß? 

180) Um bie Breite eines Fluſſes zu beftiimmen, hat man in 
| Verlängerung ber durch zwei an ben Ufern einander gegen- 

liegende Signale C und A (Fig. 20) beftimmten Geraden 


—* 
® 
” 
av 
Q 
% 
ars 
“ 
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I aufgeftellt und eine Stanblinie DB — a, fowie bie 
B= «a, ABD = 6 ABC=y gemeffen; welchen 
yalt man für die Breite AC? 





181) Zur Beftimmung einer 


Strede AB (Big. 21), welde 
nur an ber Mitte zugänglich iſt, 
hat man von einem Punfte C ber 
zugänglichen Stelle aus eine ber 
liebige Strede CD — a abgeftedt 
und dann die Winfel ADC — «, 
BDC = #, ACD = y gemefien. 
Wie groß ift AB? 


ı bie Länge einer volftändig unzugänglichen Strede 


Fig. 22. 





AB ($ig. 22) zu beftimmen, 
in deren Verlängerung man 
nicht aufftellen Fann, hat man 
eine Standlinie CD — a ab» 
geftedt und hierauf die Wins 
tel ACB — a, BCD — £, 
CDA = y, ADB = d ges 
funden. Welchen Ausdrud er⸗ 


a 


| 


= 


hält man hiernach für bie 


Länge der Etrede AB? 


183) Man fennt die Ent 
fernungen eines Punktes A 
(Fig. 23) von drei Punkten 
B, C,D, nänlid AB=85®, 
AC=128", AD—108* fowie 
die Winfel ABD = 71°17' 
49,1“, BDC — 25° 10° und 
fol hieraus die Größe des 
Winfeld BAC berechnen. 


ı zwifchen zwei weit von einander entfernten $Bunften 
ig. 24), zwifchen welchen ſich ein Hinderniß befindet, 
E mit A und B in einer Geraden auszufteden, hat 
brochene Linie ACDB bezeichnet und gemeffen: 





Ebene Trigonometrie. 123 


AC = 68,4", CB = 59,6”, I ACD = 78° 20‘, I. DCB 
— 64° 30°. Wie groß muß CE gemacht werden, damit AEB eine 


gerade Linie ift? Fig. 24. 
c 
N 
. N m 
— I 
PER a 
UIEX ⸗ 
N / 


185) Um die Höhe eines Thurmes AB (Big. 25) zu beftim- 
men, deſſen Fußpunkt unzugänglic) dig. 25. 
ift, hat man eine Strede CD=a 
abgefteckt, welche mit dem Fußpunkt 
in einer Horizontalebene liegt und 
deren Verlängerung durch die Mit- 
tellinie ded Thurmes geht, und 
dann die Höhenwinfel ADB = a, 
ACB = 4 gemefien. Wie body . 
it dieſer Thurm? B a 0 

186) Auf horizontaler Ebene fteht ein Thurm AB (Fig. 26). 
Man hat in jener Ebene eine Standlinie CD — a abgeftedt und 
an dem einen Endpunft C berfelben ven N dig. 26. 
Elevationdwinfel BCA des Thurmes 
= a, fowie die Horizontalwinfel BCD 
= ß und BDC = y gefunden. Wel- 
hen Ausdrud erhält man hiernach für 
die Höhe ded Thurmes? 

187) Man befindet fi) auf einen 
Thurme AB (Fig. 26), deſſen Höhe = 6, 
r Man fol von da aus bie Ent Nun ® 
| ung zweier Orte C und D beftimmen, C 
I de mit dem Fußpunft ded Thurmes 
i 








einerlei Horizontalebene liegen, wenn man durch Meſſung die 
akel CAB, DAB = Bß, CAD —=y gefunden hat. 


B [ - DE —— 
Ze” murgr I, 7 ker. ch PEN „EU F 
= B . .- d Wi. 5 - “ sur 24 
—Ee* Mer 24; 2302 2 TREU EIVITRETE 


ee NEST RT 
D [2 * *; 
+ . . . " 
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Fig. 27. 188) Ein vertifal ftehender Thurm 
AB ($ig. 27) wird aus drei Stand- 


punften C, D, E gefehen, weldye in 
einer Geraden und mit dem Fußpunfte 
des Thurmes in einerlei Horizontal: 
ebene liegen. ©emeflen wurden: CD 
J 7 DE=b ZAOB = 
227% ADB =, I AEB = y. 





TA Man foll die Höhe AB des Thurmes 
— re und deſſen Entfernung von jedem ber 
od pr brei Stanppunfte beftimmen. 

c Fig 28 189) Bon fünf Bunften A, 

0* B, O, D, E ($ig. 28) liegen 

no #2 die erflen vier in einer Geraden. 

5 5,7 Man fol die Entfernung bes 

Punktes B von O beftimmen, 
AZ wenn gegeben ift: 

* AB=a CD=b, 


. JZAEB= ET ß 
und A CED = 
189a) In vorhergehender Aufgabe ſei: 
AB = 155°; CD = 1707; ABB : — 32°; 
ABEC = 22° 15°; 21 CED = 31° 50". 
Wie groß ift BC? 


Fig. 29. " 3190) Die Lage dreier Punfte A, 

A B, C (Sig. 29) ift vollftändig beftimmt, 
BEE dh. man fennt von dem A ABC bie 
Klo "»B Seiten AC=b, AB = c und ben 
b X vonihnen eingefchloffenen Winkel A— ; 


man ſoll die Entfernungen eines vierten 


Punktes D von den drei Punkten A,B,C 

EN R »X berechnen, wenn jener mit dieſen in einer- 

—* lei Ebene liegt und die Winfel ADC — ? 
p und ADB = y gefunden wurden. 


Anmerkung. Borftehende Aufgabe, welche ven Namen Potheno - 
ſches Problem führt, läßt fich auch leicht durch geometrifhe Co - 
ſtruction dadurch Yöfen, daß man über AC und AB Bogen befchrei t, 


al Al Er FE 
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melde bezüiglid die Winkel A und > faſſen. Der Durchſchnittspi 
beiden Bogen ift alsdann der gefuchte Punkt. 
191) Man fol die Endpunfte B und 
D (8ig. 30) zweier Streden AB und CD 
durch Kreißbogen BE und ED fo mit 
- einander verbinden, daß diefe ſich einander 
und die Streden in B und D berühren, 
‘ und bie Rabien FB und GD jener Bogen 
fi zu einander verhalten wie 3:4. Wie 
‚groß müffen die Radien genommen werben, 
wenn ferner gegeben ift: 
BD = 864,2”, 
A FBD — 20° 30° 


—— 


Fig. 30. 
A 


und 
A BDG — 35° 24'*), 





- d) Aufgaben über die Theilung von Flächen. 


192) Zwifhen den Schenfeln eines dig, 31 
! gegebenen Winkels BAC = a (ig. 31) 
| eine Theillinie DF unter einem gegebenen 
Winkel DFA — £ zum Schenkel AC 
zu legen, daß biefelbe ein Dreieck DAF 
n beftimmtem Inhalte = J abfchneidet. 
ie groß wird AF? i 
193) Die Grenzen AB und AC 
ig. 31) eines Waldes bilden einen 
infel von 29° 29° 13,65" mit einander. Man fol ein 
DF von 4565,77” Inhalt durd) eine Theillinie DF abſchi 
Ihe mit der Grenze AC einen Winkel von 6° 1’ 32” 
e groß müffen die Streden AD und AF gemadjt werd 
194) Bon einer breiedigen Fläche ABC (Big. 3 
ben: 


D 

















) Die Mittelpunkte der Kreife müfjen nämlich in die Perpendi 
IG fallen, alfo können die Winkel FBD und BDG gemeffen wer 
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Gig. 32. AC = 86%; 
A BC —= 107,5"; 
IC = 36° 52' 11,61". 
Man fol diefelbe durch parallele Theil- 
D F linien zu BC in drei Theile theilen, 
fo daß der Inhalt des an A liegenden 
& H Theile ADF —= 554,70” und ber 
bed mittleren Stüdes DFHG — 
B | c 739,60” wird. Wie groß müffen die 


Entfernungn AD, AG, AF, AH 
gemacht werden? 


195) Eine breiedige Fläche ABC (Fig. 32) parallel zu BC 
fo in drei Theile zu theilen, daß der Inhalt des an BC liegen- 
den Theiles = 15685,3125 DI” wird und fidy die zwei anderen 
heile ADF und DFHG zu einander verhalten wie 256 : 369. 
Wie groß müffen die Entfernungen AD, AG, AF, AH gemacht 
werden, wenn gemeffen wurde: 

AB = 488"; BC = 585”; 2 A = 50° 21’ 12,55? 

195a) Bon einem Drei! ABC (Big. 32) fennt man 
AB=488"; .A=50°21'18,286°; A B= 89 40'43,347". 
Man fol daffelbe parallel zu BC fo in vier Theile theilen, daß 
der an A liegende Theil 600 7)” und der an BO liegende Theil 
890 TI” Inhalt befommt, die mittleren Theile von A gegen BC 
hin fich aber zu einander verhalten wie 3:7. Wo fallen die 
Sheillinien bin? 

195b) Bon einem Dreiet ABC ($ig. 32) fennt man: 
AB = 365”; BC = 527"; I A = 95° 17' 6,33. Man fol 
baffelbe durch zwei auf BC fenfrecht ftehende Theillinien in brei 
Theile theilen, von welchen jeder folgende, von B gegen C ges 
nommen, um 10000 0” größer ift als der nächftuorhergehende. 
Wo fallen die Theillinien hin? 

196) Sin der Seite AC (Fig. 33) einer dreiedigen Fläche ABC 
befindet fich ein von C um 400° entfernter Punkt D. Man fol 
von bemfelben aus das Dreief fo in vier Theile theilen, daß 
der an O liegende Theil einen Inhalt von 7027280”, der an 
A liegende einen ſolchen von 52704,6 I” befommt und fid) von 
den zwei anderen Stüden dad zunächft an C liegende zum vierten 
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verhält wie 2:3. Wo fallen bie Theillinien hin, wenn ges 
geben ift: 
AC = 730%”; BC = 890"; A A, 84° 46’ 11,05? 
Fig. 33. Fig. 34- 





197) Bon einem Dreied ABC (Fig. 34) find bie drei Seiten 
AB — a, BCE=b, AC=c, fomit auch deflen Inhalt = J 
gegeben; man foll von demjelben von einem in der Verlängerung 
der Seite AB von B um d entfernt liegenden Punkte D aus 


ein Stüd CEF von gegebenem Inhalte i = Nabſchneiden. Wie 


groß muß CF genommen werden?“) 

197a) In vorhergehender Aufgabe ſei AB— 285", BCE—380", 
AC = 475”, BD = 50”; man fol von D aus das Dreied 

halbiren. Wie groß werden CE und CF? 

198) Von einem außerhafb eines Winfeld BAC=« (Fig. 35) 
gelegenen Punkte P aus eine Theillinie PF fo zu beftimmen, daß 
biefe ein Stüd EAF von gegebenem Kig. 35. 
Inhalte J von dem Winkel abfchnei- B 
bet. Wie groß wird AF, wenn die 
"E&oordinaten AD und PD des Punktes 
P bezüglid) = q und p gegeben find 
und die hieraus leicht zu berechnenden 
Elemente AP=m und I PAD=P 
gefunden wurden? 

198a) Bon einem Dreiede ABC ($ig. 35) fennt man: 
AB = 51,3"; BU = 68,4”; AC= 85,5". Außerhalb deffelben 





*) Eine geometrifche Auflöſung diefer Aufgabe befindet fich in 8. 187. B. 22 
der 5. Aufl. meines Lehrbuches der ebenen Geometrie. 
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befindet fih ein Punkt P, deflen Lage beftimmt ift durch 
AD = 12,4"; PD = 25”. Man fol von diefem Punkte aus 
dad Dreieck halbiren; wo fällt die Theillinie hin? 

198b) In der vorhergehenden Aufgabe dad Dreieck ABC 
vom Punkte P aus in drei gleiche Theile zu theilen; wo fallen 
die Theillinien bin? | 

198c) Das Dreied der Aufgabe 198a von P aus fo in drei 
Theile zu theilen, daß fich die von A aus aufeinander folgenden 
Theile zu einander verhalten wie 4:3:2. Wo fallen die Theil- 
linien hin? 

198d) Bon einem Dreiede ABC (Fig. 35a) fennt man: 
BC = 625,3”; AU = 864,6”; B— 64°; den Abftand PK 

Sig. 358. eined Punktes P von der Seite AB 

B — 150” und die Entfernung BK=210*. 
Man fol das Dreieck von P aus fo 
in drei Sheile theilen, vaß der an B 
liegende Theil um 2007 größer, 
ber an A liegende Theil dagegen um 
ebenfo viel Fleiner wird als der mitt- 
lere Theil. Wo fallen die Theil: 
linien bin? 

199) Innerhalb der Schenfel eines 
Winkels BAC —= «a (fig. 36) iſt ein 
Punft P durch die Koordinaten AF=q 
und PF — p gegeben; man fol durd) 
benfelben eine Theillinie DE fo legen, 
daß fie ein Stüd DAE abjchneibet, 
welches den Inhalt J hat. Wie groß 
wird AE? 

199a) Bon einem Dreiede ABC (Fig. 36) fennt man bie 
Seiten AB = 90,4”, AC — 161,1” und den Winfel « = 7 
37' 41,34”. Man fol daffelbe durch eine den Punkt P, der durch 
die Coordinaten AF = 52”, FP = 4,5” beftimmt ift, enthaltende 
Gerade halbiren; wo fällt die Theillinie hin? 

199b) Bon einem Dreiede ABC fennt man: AB = 111”; 
BC = 124”; X B = 71° 4‘ 31,28". Man fol daffelbe parallel 
zu der den Winfel A halbirenden Transverfale in vier gleiche 
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Theile theilen. Wo werden die drei Seiten des Dreiecks von den 
Theillinien geſchnitten? 

200) Ein Dreieck ABC parallel zu der den Winfel B hal» 
birenden Sransverfale in drei Theile zu theilen, die fi von A 
gegen C der Reihe nach zu einander verhalten wie 2:3 :5. 
Wie weit liegen die Ducchfcehnittspunfte der zwei Theillinien” mit 
AC von A entfernt, und wie lang werden diefelben, wenn ge 
geben ift: AB = 219”; BC —= 194”; C = 47° 55’ 29,93? 

2003) Das Dreied ABO (Fig. 36) fo in drei gleiche Theile 
zu theilen, daß die Theillinien mit der Seite AC Winfel von 
36° 40° 10”, deren Deffnungen gegen CO gerichtet find, bilden. 
Wo fallen die Theillinien hin, wenn gegeben ift: AB = 90,4"; 
BC = 72,5”; AC = 161,1"? 

201) Bon einem Baralleltrapez ABCD ($ig. 37) fennt man 
bie Barallelfeite AD — a, die beiden anliegenden Winfel A und 
D = « und A und den Inhalt J. Man fol parallel zu AD 


ein Stüf ADFE — \ abfchneiden; wie groß wird AE? 
202) Bon einem Paralleltrapez ABCD (Fig. 37) kennt man: 


AD — 1245»; Fig. 37. 
BC —= 400%; 0 
A = 75° 44' 59,882"; | 
XD = 470 38° 54,676". 
Man fol dafjelbe parallel zu AD in E F 
| " zwei ‚ähnliche Paralleltrapeze BCFE 
| und EFDA zerlegen; wie groß werben Z D 
AE und DF? 
203) Bon einem Paralleltrapez ABCD (Fig. 38) ift gegeben: 
AD — 312”; Fig. 38. 
BO = 39"; B 
IA 330 7 48,354"; 
2 D = 77° 19 10,548. 


Man fol daſſelbe parallel zu AD in 
drei unter einander ähnliche PBarallel- 
trapeze zerlegen; wie groß werben bie 
Abftände BE, BF, CG, CH und 
bie Inhalte der einzelnen Theile? 
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204) Von einem Viereck ABCD fennt man: AB — 420°; 


AD = 580"; BC = 387"; IB = 139 7' 10%; 
AD = 65° 8' 30”. Man fol daffelbe von A aus durch 
eine Gerade halbiren; wo fällt die Theillinie bin? 

205) Bon einem Biere ABCD fennt man: AB = 640”; 
BC=582"; AD=786"; 4 B=150° 36°; ID = 58° 24°. 
Man fol daſſeibe von A aus in drei Theile theilen, die ſich von 
AB gegen AD ber Reihe nad) zu einander verhalten wie 3:5:8; 
wo fallen die Theillinien hin? 

206) Man fol ein Vieref ABCD von einem Punkte P aus, 
ber in der Seite AD von A um 900” entfernt liegt, halbiren. 
Wo fält die Theillinie bin, wenn gegeben ift: 

AB = 231”; BC = 1360”; CD = 1500"; AD= 16007; 
JB = 120% 


207) Bon einem Viereck ABCD ift gegeben: AB — 30,805 


BC = 181,33"; CD = 200°; AD — 213,33”; Diagonale AC 
— 198,53". In der Seite AD liegt um 120” yon A entfernt 
ein Bunft P; man fol von diefem aus das Viereck in drei gleiche 
Theile theilen. Wo fallen die Zheillinien hin? 

2072) Bon einem Viereck ABCD ift gegeben: 

AB = 190”; BC = 532”; CD = 352"; I B = 97°; 

 IC= 64. 

In der Seite BC befindet fi ein von B um 196” entfernter 
Bunft P. Man fol von dieſem aus das Viereck in drei gleiche - 
Theile theilen; wo fallen die Theillinien Hin? | 

208) Bon einem Biere ABCD fennt man: 

AB = 1037*; BC = 137°; CD — 585”; 

AB = 191° 34' 20,8”; I D = 99° 23° 19,88”. 
Man fol von demfelben durch eine zur Seite AD parallele Theil⸗ 
linie ein an AD liegendes Stüd von 40000 I” Inhalt ab» 
ſchneiden. Wo fält die Theillinie hin: 

209) Bon einem Biere ABCD wurde gemeffen: 
AB — 150"; BC = 80"; AD = 141"; 
IB = 185%; I CAD = 600°. 
Man fott daſſelbe parallel zur Seite AD halbiren. In welcher 
Entfernung von C wird die Diagonale AC von ber Theillinie 
gejchnitten? 


— 
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2092) Von einem Biered ABCD fennt man: 
AB = 86,7”; BC = 91,6”;. AD = 72,4”; 
I A— 15°, BB 640 

Man fol daffelbe parallel zur Seite AB in drei gleiche Theile 
theilen; wo fallen die Theillinien hin? 

210) Bon einem Biere! ABCD ift gegeben: 

AB = 242”; BC = 324”; CD = 436”; AD = 665%; 

Diagonale BD = 593", Ä 

Man fol die Lage einer Theillinie beftimmen, welche das Viered 
halbirt und mit der Seite AD einen feine Deffnung gegen DC 
fchrenden Winfel von 44° bildet. - 

211) Bon einem Viereck ABCD ift gegeben: 

AB = 610%; BC = 216”; CD = 346”; AD = 545”; 
Diagonale AC = 675". 

Män fol daffelbe durch‘ eine Iheillinie, welche mit der Seite AD 
einen mit der Deffnung gegen AB gerichteten Winfel von 21° 
bildet, halbiren. In welcher Entfernung von A fchneidet bie 
Iheillinie die Diagonale AC? 

211a) Bon einem Viereck ABCD fennt man: 

AB = 384,7"; BC = 395,4”; AD = 215,4”; 
LI A = 740 364;3 I B= 35° 1%. 

Man fol daſſelbe durch Theillinien, weldye mit der Seite CD 
Winkel von 54° bilden, deren DOeffnungen gegen BC gefehrt find, 
in drei gleiche Theile theilen. Wo fallen die Theillinien hin? 

212) Bon einem Biered ABCD ift befannt: 

AB = 1376”; BC = 1593”; AC—= AD = CD = 2105”. 
Man fol daſſelbe parallel zur Seite AB halbiren. Wie weit von 
A entfernt fehneidet die Theillinie die Diagonale AC? 

213) Ein Biere ABCD, von welchem gegeben ift: 
AB = 960,25”; AD — 679"; CD = 611°; 
Diagonale BD — — 679"; I C = 120°; 

fol parallel zur Seite BC halbirt werden. In welcher Ente 
fernung vom Edpunft D wird die Diagonale BD von ber Theil: 
linie. gefchnitten ? 

214) Bon einem Biered ABCD fennt man: 
AB = 9,843"; BC = 7,72"; CD = 13,272”; 
’ AD = 7,505"; AC = 15,247”.. 
Man fol daffelbe parallel zur Seite AD in drei gleiche Theile 
9* 


\ 
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Wie weit liegen die Durchſchnittspunkte dieſer Theils 
und der Diagonale AC von A entfernt? 
5) Bon einem Fünfet ABCDE fennt man: 

AB=122"; A A 88058° 3,618"; 

AE = 6067; 1 B= 89° 8 18,33"; 

BD — 42633 E 11925 16,27"; 

AD = 198° 55' 28,72”. 

fol dafjelbe vom Eckpunkte B aus halbiren. Wo fällt die 
inie hin? . 
6) Ein Wald hat die Form eines Fuͤnfecks ABCDE, von 
m befannt ift: ” ' 
AB — 441433; XA 145° 825,2"; 





AE — 130%; 
fol denfelden von A aus in drei gleiche Theile theilen. 
allen die Theillinien hin? 

7) Dan foll ein Viereck ABCD durch eine Gerade halbiren, 
durch einen innerhalb des Vierecks gelegenen und durch 
Eoordinaten in Bezug auf AD als Abſciſſenachſe und A 
nfangspunft der Coordinaten gegebenen Punft P geht. 
emeffen wurde: 

AB — 409°; . 

BC = 357"; Diagonale BD — 381”; 

CD = 318"; Abfeiffe von P= 170"; 

AD = 299"; Ordinate von P= 93”. 
Alt die Theillinie hin? 
7a) In vorhergehender Aufgabe fei: 

AB — 1220”; Diagonale AC = 1350"; 

BC — 432”; Abfeiffe von P= 620"; 

CD= 692"; Ordinate von P= 215”. 

AD = 1090”; 
ſoll durch P eine Theillinie legen, welche ein an AB liegendes 
von 280000 7)” Inhalt abfchneidet; wo fällt diefelbe hin? 
8) Ein Viereck ABCD von einem außerhalb beffelben ges 
n Punkte P aus in drei gleiche Theile zu theilen. Die 
je diefes Punktes in Bezug auf A als Eoordinatenanfang 
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und AD als Abfeiffenachfe iſt 107”, die Ordinate = 598”. Von 
bem Biere felbft fennt man: 
AB = 262%"; A= 175% 
AD = 577", 2% D = 52°. 
CD = 413”; | 
Bo fallen die Theillinien hin? 
218a) Von einem Viereck ABCD fennt man: 
AB = 28,1”; BC = 26,5”; AD = 10,3"; DC = 14,3”; 
Diagonale BD — 28,1”. 
Man fol baffelbe durch eine Gerade halbiren, welche durch den 
Durcfchnittspunft der Seiten BA und CD geht. In welchen 
Punkten werden die Seiten AD und BC von ber Theillinie 
gefchnitten? 
218b) Von einem Viereck ABCD ſei gegeben: 
AB = 351,25"; AD = 128,75"; 21 A = 79 26’ 22,12°; 
I B = 51° 18° 19,13; x D = 148° 8° 44,29". 
Man fol von dem Durchfchnittspunfte der Seiten AB und CD 
aus ein an CD liegendes Stück — 4 ABCD abfchneiden. Wo 
fallt die Theillinie Hin? 
219) Zwei Grundftüde P und dig. 39. 
Q (Fig. 39) haben die gebrochene D 
Grenze ABC gemeinfchaftlidh. Es — C_ 
fol diefelbe von A aus rectificirt, 
d. 5. in eine Gerade verwandelt 
werden, ohne daß P oder Q an 
Inhalt geändert wird. Wo fchneibet 
diefe neue Grenze die Grenzlinie 
DE, wenn gegeben ift: | 
AB = 4889"; BC = 137°; 
ABC = 129° 38° 41,745“; I BCD = 70° 2° 1,633"? 
220) Die beiden Grundftüde P und Q (Fig. 40 f. folg. Seite) 
haben die gemeinfchaftliche Grenze ABCD; man foll diefe von D 


‚aus rectificiren. Wie weit ift der Punkt der neuen Grenze auf 


AE von A entfernt, wenn man fennt: 
AB= 480"; 2 EAB = 48° 16°; 
BC = 340"; A ABC = 40° 12°; 
CD = 560"; A BCD = 68° 39°? 
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gemeinfhaftliche Grenze ABCD, man 
fol diefelbe von D aus zertificiren. 
Wo fchneidet die neue Grenze bie Linie 


> AE, wenn gegeben ift: 
AB = 21,4; 
a BC = 17,19; 
u CD = 27°; 
A EAB = 37%; 
— ABO 660; 


BOD = 87°. 
eiden Grundſtücke P und Q (Big. 41) haben die 
al, gebrochene Grenze ABCD gemein 
-E ſchaftlich. Man fol diefelbe von 

D aus rectificiren. 
Gemeſſen wurde: 
AB = 183,4”; 
BC = 127,3°; 
CD — 112,8%; 
A EBAB 53°18'; 








X ABC = 1190 48°; 
\ A BCD — 138° 46°. 
I Wo fällt die neue Grenze 


”& DE Hin? 


thergehendem Falle bie von A ausgehende Rectis 
ju beftimmen, wenn gegeben ift: 

B=1827; JABO= 86°; 

3= 206"; 2 BCD — 125°; 

* 1983 A ODG - 70. 


renze ABCD (Fig. 40) von A aus zu rectificiren, 
ſt: 


B=1637; 4 ABC 1050; 
3=148"; 24 BCD = 120°; 
D= 6; _CDH= 73%, 
me Grenzlinie hin? 


J 


1 Die “eiben ©rundftüde P und Q (ig. 40) Haben bie ”" 
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225) Zwei Seiten AB und AC (Big. 42) einer breiedigen 
Fläche find bezüglich 114” und 190” Tang, der von ihnen einges 
ſchloſſene Winfel A mißt 5307'48,4”. Eine dig. 42. 
von dem Edpunfte B aus auf AC gefällte B 
Senfrechte theilt die Fläche in zwei Dreiede 
von verfchiedenem fpecififchem Werthe. Ein 
Duadratmeter von ABD koftet nämlich 24 ME, 
ein foldher von BDC nur 2Mf. Man fol nun 
bie Fläche ABC durch eine zu AC parallele 
Theillinie MN dem Werthe nach halbiren; 
wie groß wird BE? 

226) Ein breiediges Feld ABC (Big. 43) befteht aus zwei 
Theilen von verfchiedenem Boden⸗ dig. 43. 
werthe, nämlih aus einem Dreied B 
ADF und einem PBaralleltrapeze 
DFCB. Man fol daſſelbe durd) 
eine Theillinie GM: parallel zu AC 
in zwei gleichwerthige Theile theilen; 
wo fällt die Theillinie hin, wenn 
gegeben it: AB = 50", AC= A 
70", AD= 3", A ACB — 
44° 24° 35,11” und das Verhältniß des Bodenwerthes von ADF 
au dem von DFCB wie 6 : 5? 








e) Stereometrifche Aufgaben. 


227) Durch die Grundfante eined MWürfeld wurde eine Ebene 
unter einem Winfel & gegen die Bafis gelegt. Wie groß ift der 
Kubifinhalt eined jeden der zwei Theile, in welche hierdurch der 
Würfel zerlegt wird, wenn die Kante befjelben — a ift? 

328) Wie groß ift der Kubifinhalt eined fchiefen Parallel⸗ 
epipeds mit rhombifcher Bafld, wenn eine Seite diefer = a, einer 
ihrer Winfel = a, eine Seitenfante des Koͤrpers — b und beren 
Neigungswinfel gegen die Baſis — £ ift? 

229) Man foll den Inhalt eined geraden nfeitigen Prisma 
mit regulärer Baſis finden, wenn eine Seite der legteren = a 
und die Höhe des Körperd — h iſt. 

230) Die Kante der regulären Baſis einer geraden nfeitigen 
Pyramide fei — a, eine Seitenfante — s und jeder der Winfel 
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an der Spitze = «; welchen Ausdruck erhält man für die Ober- + 
fläche der PByramide? | 

231) Bon einer geraden nfeitigen Pyramide mit regulärer 
4 Baſis Fennt man eine Grundfante = a und ben Neigungswinfel 
J— der Seitenfläche gegen die Grundflääͤche — a; man ſoll die Höhe, 

eine Seitenkante, die Oberflaͤche nnd den Kubikinhalt finden. 
232) Bon einer geraden nfeitigen Pyramide mit regulärer 
Bafis Fennt man eine Seite der leteren = a und bie Höhe des 
3 Körpere = h; man fol Ausdrüde für eine Seitenfante, die 
Ei Oberfläche und den Kubifinhalt herleiten. 
— | 233) Die Höhe, die Oberfläche und den Inhalt einer geraden 
2 n feitigen Pyramide mit regulärer Baſis zu beftinmen, wenn eine 
Seite der legteren = a und eine Seitenfante — b gegeben find. 

234) Bon einem geraden nfeitigen Byramidenftumpfe kennt 
man eine Seitenfante = b und die Seiten der beiden Grund- 
flähen = A und a; man foll einen Auddrud für den Kubif- 
inhalt des Körpers herleiten. 

235) Die Achſe eines fchiefen Kreischlinders fei = a, ihr 

Neigungswinfel gegen die Baſis — « und ber Durchmeffer der 
legteren = d; man fol einen Ausdruck für den Kubifinhalt des 
3— Cylinders finden. 
Be 236) Welche Ausprüde erhält man für die Oberfläche und 
den Kubifinhalt eines geraden Kegels, wenn der Halbmeffer feiner 
Bafid durch r und der Neigungswinfel einer Seite gegen bie 
Grundfläche durch & bezeichnet werben? 


237) Die Seite eined geraden Kegels fei — s, ihr Neigungs- 
winfel gegen die Baſis — a; man foll die Oberfläche und ben 
-Kubifinhalt finden. ’ 

238) Die Höhe eines geraden Kegelö fei = h, der Neigungs⸗ 
winfel der Seite gegen bie Bafid — a; welche Ausdrüde erhält 
2 man für defien Oberfläche und Kubifinhalt? 

E: 239) Die größte und Fleinfte Seite eines fchiefen Kegels feien 
bezüglich duch S und s, der Winkel, welchen biefelben an der 





* Spitze mit einander bilden, durch « bezeichnet; man ſoll einen 
RJ Ausdruck für den Kubikinhalt des Körpers finden. 
4 
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240) Die größte Seite eines fchiefen Kegels ift = 8, ihr 
Neigungswinfel gegen die Bafid — «, und der Neigungswinfel 
der Hleinften Seite gegen die Grundfläche = 43 wie groß ift der 
Kubitinhalt dieſes Kegels? 

241) Der Durchmeſſer eines ſchiefen Kegels ſei — d, die 
Neigungswinkel ber kleinſten und größten Seite gegen die Baſis 
fein @ und 43 man foll den Kubifinhalt des Kegel finden. 

242) Welchen Ausdruck erhält man für den Kubifinhalt eines 
geraden Kegelftumpfes, wenn die Radien der Grundflächen durch 
R und r und ber Neigungswinfel der’ Seite gegen die Bafis 
durch @ bezeichnet werben? 

243) Der Radius einer Kugel if — r, der einem Sector 
berfelben entfprechende Centriwinkel = a; wie groß ift bie 
fphärifche Fläche und der Kubifinhalt diefes Sectors? 

244) Der Kubifinhalt eines Kugelſectors fei = K, ber ihm 
entfprechende Centriwinkel = a; welchen Ausdruck erhält man 
für den Durchmeffer feiner Haube? 


Gedruckt bei. E Polz in Leipzig. 
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Vorwort zur erſten Auflage. 


Durch gegenwärtiges Lehrbuch möchte ich eine ſchon längſt in 
ber Literatur der für den Schulgebrauch beftimmten mathematifchen 
Lehrbücher fühlbar gewordene Lücke ausfüllen. Es ift nämlich eine 
befannte Thatjache, daß Die zu dem befagten Zwecke herausgegebenen 
Schriften über ſphäriſche Trigonometrie theild von einer für 
den wiffenfchaftlichen Standpunkt des Lernenden zu hoben Stufe 
ausgehen, theild nur eine für den Schüler ermüdende Reihenfolge 
von Herleitungen ver befannteften Formeln enthalten. _ 

Daß feine diefer beiven Behandlungsweiſen geeignet ift, dem 
Lernenden Liebe zum Studium der jphärifchen Trigonometrie ein- 
zuflößen, bebarf wohl feiner Begründung. 

Dieſem Mangel fuchte ich nun in vorliegendem Buche dadurch 
abzuhelfen, daß ich möglichſt unabhängig von anderen Disciplinen 
das fragliche Lehrgebände aufführte und die gewonnenen Reſultate 
ſogleich zur Löſung verſchiedener praktiſcher Aufgaben benutzte. 

Das Buch zerfällt ſeinem Inhalte nach in fünf Abſchnitte. 

Um die zur Sprache kommenden Lehren möglichſt unabhängig 
von den Sätzen über die förperlichen Eden zu behandeln und alle 
Zwiſchenbetrachtungen bei den Entwidelungen der Gleichungen zu 
vermeiden, babe ich dieſen in ven erften zwei Abjchnitten die Lehre 
von den Gebilden auf der Kugelfläche vorausgeſchickt. Außer dem 
angeführten Vortheile gewährt dieſer Zweig noch den Nutzen, daß 
der Schüler dadurch auf die Uebereinftimmung der früher in ver 
ebenen Geometrie zur Sprache gefommenen Sätze mit den 
Sätzen über ſphäriſche Gebilde aufmerkſam gemacht wird. 

Der dritte Abfchnitt Handelt von der Herleitung der Relationen. 
Der BVerfahrungsmweife in der ebenen Trigonometrie analog, habe 


VI Vorwort. 


ich auch hier die Gleichungen für das allgemeine Dreieck aus denen 
des rechtwinkligen entwickelt. Um dieſen Gegenſtand ſo erſchöpfend 
zu behandeln, als es der Zweck eines ausführlichen Lehrbuches 
erfordert, ſind ſämmtliche Fälle zur Beſprechung gezogen und 
für die Neper'ſchen und Gauß'ſchen Analogien je zwei Herleitungen, 


eine geometriſche und eine rein analytiſche, gegeben worden, da 


die geometriſchen Betrachtungen für den Unterricht nicht allein von 
großem Nutzen ſind, ſondern auch einen großen Theil der Schüler 
mehr anſprechen, als rein analytiſche Operationen. 

Uebereinſtimmend habe ich auch in dem vierten, vom Inhalte 
handelnden Abſchnitte den ſphäriſchen Exceß eines Dreiecks aus 
dem des rechtwinkligen hergeleitet. 

Um den Studirenden mit der Anwendung der gewonnenen 
Lehren recht vertraut zu machen, wurde in dem fünften Abſchnitte 
noch die Löſung einer großen Anzahl von praktischen Aufgaben aus 
verſchiedenen Disciplinen aufgenommen. 


Carlsruhe, im October 1869. 
C. Spitz. 


Vorwort zur zweiten Auflage. 


Außer einigen unbeveutenden Erweiterungen und Verbejjerungen, 
welche fich beim Gebrauche des Buches als wünjchenswerth Heraus- 
geſtellt haben, hat dieſe neue Auflage feine weientlichen Abänderungen 
erfahren. j 

Die durch E. ©., St. und E. Tr. angebeuteten Gitate be- 
ziehen fih auf die 6. Auflage meines Lehrbuches der ebenen 
Geometrie, auf die 4. Auflage der Steveometrie und die 4. Auflage 
der ebenen Trigonometrie. 


Carlsruhe, im Januar 1875. 


C. Spitz. 
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Erſter Abſchnitt. 
Von den Gebilden auf der Kugelfläche im Allgemeinen. 


8. 1. Haupt: und Nebenkreiſe. 


1) Wird eine Kugel von einer Ebene geſchnitten, ſo heißt die 
durch die Kugeloberfläche auf der Ebene begrenzte Fläche ein 
Kugelſchnitt. 

2) Jeder Kugelſchnitt iſt eine Kreisfläche (St. 8. 117). 

3) Geht ein Kugelſchnitt durch den Mittelpunkt der Kugel, ſo 
heißt derſelbe ein größter Kreis oder ein Hauptkreis, alle 
anderen Schnitte dagegen werden Nebenkreiſe genannt. 

4) Alle Hauptkreiſe einer und derſelben Kugel haben 
einerlei Halbmeſſer mit dieſer und halbiren einander 
gegenſeitig; die Radien aller Nebenkreiſe ſind kleiner als der 
Kugelradius (St. 8. 118. 7). 

5) Durch einen Punkt A auf der Kugelfläche laſſen ſich unendlich 
viele Hauptkreiſe ziehen. Dieſelben haben alle einen und denſelben 
Durchmeſſer und ſomit noch einen zweiten Punkt A, auf der 
Kugelfläche gemeinschaftlich, welchen wir in Bezug auf den Punkt A 
Gegenpunft nennen. 

Diefe Beziehung iſt offenbar eine gegenfeitige, d. h. A ift 
auch Gegenpunft von A,. 

6) Die Strede, welche zwei Gegenpunfte verbindet, tft immer 
ein Durchmeljer der zugehörigen Kugel. 

Spitz, Sphäriſche Trigonometrie. 2. Aufl. 1 
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8. 2. Die fphäriiche € 

1) Nimmt man auf der Kugelfläche 
nicht Gegenpunfte find, fo beftimmen t 
mittelpunfte eine Ebene, woraus fih ur 
ergibt: 

Durch zwei Punkte einer Kugı 
Gegenpuntte find, läßt ji immer 
Tegen. 

2) Durch die zwei. gegebenen Punktı 
Hauptkreiſes in zwei Hauptbogen gethe 
größer, ber andere Feiner ift als die 
begrenzten Hauptbogen der legten Art ı 
die ſphäriſche Strede zwijchen den 2 
gegen deren Ergänzungsbogen zur ganzen 
Außenftrede und jeden Theil des Um! 
einen Nebenbogen nennen. 

3) Eine ſphäriſche Strede ift Hiernad I 
nicht Gegenpunfte find, beftimmt. 

4) Denkt man fich zwei fphärifche 4 
Endpunkte auf einander gelegt und es fallen dann auch die zwei 
anderen Endpunkte zufammen, ſo fagt man, beide Streden decken 
einander. 

5) Zwei fphärifche Streden, welche jo aufeinander gelegt gedacht 
werden fönnen, daß fie einander deden, haben die gleiche Känge 
‚oder find, wie man kurzhin zu fagen pflegt, einander gleich. 

6) Umgekehrt kann man fich zwei gleiche ſphäriſche Streden 
ſtets fo aufeinander gelegt denfen, daß fie einander decken. 


8. 3. Das Meſſen der ſphäriſchen Strede. 
Die Betrachtung der ſphäriſchen Strede beſchränkt fich. auf 
deren Ausmefjung. 
Diefe kann auf zweierlei Arten gejhehen, nämlich durch Zu— 
grundelegung des Winkelmaßes oder auch des Längenmaßes. 
Am Häufigften wird die fphärifche Strecke mittelft der Wintel- 
einheit gemefjen und hiernach durch Grade, Minuten, Sekunden 
ausgebrüct. Im diefem Falle entjpricht der Strede der zugehörige 
Eentriwinfel des entjprechenden Hauptkreiſes. - 
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Bon diefer Meffungsart werden auch wir in der Folge Ge- 
brauch machen, wenn nicht ausprüdlich das Gegentheil bemerkt ijt. 


8.4. Die Winkel auf der Kugelfläche. 


1) Zieht man von einem Punkte der Kugelfläche aus zwei 
ſphäriſche Streden, jo können die an diefem Bunfte (Scheitel) 
liegenden unendlich kleinen Elemente verjelben als gerade Linien 
betrachtet werben, welche einen Winkel einjchließen, ver als Maß 
für den Winkel dient, welchen jene Streden mit einander bilven. 
Da nın das Map eines Winfeld von der Yänge der Schenkel 
unabhängig ift, und die Verlängerungen der angeführten Eleinente 
mit den im Scheitel an die jphärifchen Streden gezogenen Tan— 
genten zujammenfallen, jo wird die Größe eines Winkels, den zwei 


ſphäriſche Streden mit einander bilden, durch Die Größe vesjenigen 


Winkels bejtimmt, den die im Scheitel an die fphärifchen Streden 
gezogenen Zangenten einschließen. 

2) Denkt man fich durch jede Diefer zwei Tangenten und den Rugel- 
mittelpunft Ebenen E, und E, gelegt, jo werben dieſe einander nach 
einem Kugeldurchmefjer, die Oberfläche nach zwei Hauptfreifen K, 
und RK, ſchneiden und einen, dem Winfel auf der Kugelfläche gleichen 
 Keil.bilden (St. $. 27). Legt man nun eine dritte Ebene E, durch 
den Rugelmittelpunft jenfrecht zu dem Durchichnitte der Ebenen E, 
und E,, jo entfteht durch die neuen Durchſchnittslinien ein Gentri- 
winkel, dem als Maß diejenige ſphäriſche Strede des dritten Haupt- 
kreiſes K, entjpricht, welche durch die beiden Hauptkreiſe K, und 
K, begrenzt wird, jo daß aljo diefe Strede zugleich die Größe 
des ſphäriſchen Winkels mißt, alfo diefem gleich ilt. 

3) Die Erklärungen über Gleichheit und Ungleichheit der ebenen 
Winkel, jowie die Definitionen von Nebenwinfeln und Scheitel- 
winfeln und die Lehrſätze, welche wir über folche in der ebenen 
Geometrie aufgeftellt haben, gelten in analoger Weiſe auch für 
Winkel auf der Kugelfläche und die Beweife dafür ergeben Sich 
unmittelbar, wenn man berüdjichtigt, daß alle Tangenten in einem 
Punkte der Kugelfläche an dieſe in die Berührungsebene dieſes 
Punktes fallen (St. 8. 12). 

Wir erhalten jomit unmittelbar Folgendes: . | 

- 3) Denkt mar fich zwei fphärifche Winkel einer Kugelfläche jo 
aufeinander gelegt, daß beide Scheitel und ein Schenfel des einen 
| 1* 
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mit einem Schenkel des anderen zufammenfallen, und e8 fommen 
alsdann auch Die beiden anderen Schenkel aufeinander zu liegen, 
jo find jene Winkel einander gleich; im anderen Zalle ift der— 
jenige der kleinere, deſſen zweiter Schenkel zwilchen bie Schenkel 
des anderen Winkels fällt. 

b) Denkt man fich zwei gleiche ſphäriſche Winkel jo aufeinander 
gelegt, daß ihre Scheitel und zwei Schenkel zujammenfallen, fo 
müffen auch die beiven anderen Schenfel zujammenfallen. 

c) Zwei Nebenwinfel auf ver Rugelfläche betragen zujammen 
180°, 

d) Zu gleichen fphärifchen Winkeln gehören gleiche Nebenwinfel. 

e) Sind zwei Nebenwinkel auf der Kugelfläche einander gleich, 
fo iſt jeder derſelben ein rechter. 

f) Bon den zwei Schenfeln eines rechten ſphäriſchen Winfels 
fagt man, fie ftehen ſenkrecht aufeinander und nennt den einen 
ven ſphäriſchen Perpendifel in Bezug auf den anderen. 

g) In einem Punkte einer fphärifchen Strede läßt fih auf 
diefe nur ein ſphäriſcher Perpendikel errichten. 

h) Alte ſphäriſchen Winkel, welche auf einerlei Seite einer 
iphäriichen Strede liegen und ihren gemeinfchaftlichen Scheitel in 
verjelben haben, betragen zufammen 180°, 

i) Die Summe aller ſphäriſchen Winfel um einen Punkt einer 
Kugelfläche herum beträgt 360°. | 

k) Scheitelwinfel auf der Kugelfläche find einander gleich. 


8. 5. Bol eines Hauptbogens. 


1) Der Kugeldurchmeffer, welcher auf der Ebene eines Haupt- 
bogens fenfrecht fteht, beftimmt auf der Kugelfläche zwei &egen- 
punkte, welche die Pole dieſes Hauptbogens genannt werden. 

2) Alle ſphäriſchen Streden, welche man von einem Pole nach 
dem zugehörigen Hauptbogen zieht, ſtehen jenfrecht auf dieſem 
(St. 8. 3 und 31) und find. dem vierten Theile eines Hauptfreifes 
gleich. 

3) Beichreibt man daher von irgend einem Punkte der Kugel- 
fläche aus mit einer Strede gleich dem vierten Theile eines Haupt- 
fretje8 einen Bogen, jo iſt diefer ftet8 ein Hauptbogen, dem 
jener Punkt als Pol entipricht. 
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Man nennt darum auch den vierten Theil eines Hauptkveijes 
den ſphäriſchen Halbmefjer eines Hauptbogens ver zugehörigen 
Kugelfläche. 

4) Iſt der Pol eines Hauptbogens zugleich der Scheitel eines 
ſphäriſchen Wintels, fo wird dieſer durch den zwiſchen feine Schentel 
falfenden Theil jenes Hauptbogens gemefjen (8. 4. 2). 

5) Um zw einem gegebenen Hauptbogen den zugehörigen Pol 
zu beſtimmen, beſchreibe man von irgend zwei Punkten deſſelben. 
aus mit bem entjprechenden ſphäriſchen Halbmefier Bogen auf ber 
Kugelfläche, fo ift deren Durchſchnitt dev zu fuchende Pol, 


8. 6. Sphäriſches Zwei-, Drei- und Vieled. 


1) Jeden von zwei halben Hauptkreifen begrenzten Theil der 
Kugelfläche nennt man ſphäriſches Zweieck, jene Halbkreiſe 
deſſen Seiten und die zwei von dieſen gebildeten ſphäriſchen 
Winkel die Winkel deſſelben. 

2) St ein Winkel eines ſphäriſchen Zweiecks größer ober Heiner 
als 180°, fo ift daſſelbe beziehungsweife größer oder Heiner als 
die halbe Kugelfläche. 

3) Theilt man ein fphäriiches Zweieck durch einen Hauptbogen 
in zwei Theile, welche nicht felbft Ziveiede find, jo heißt ein folcher 
Theil ein ſphäriſches Dreied. 

4) Ein ſphäriſches Dreieck ift fomit von drei Hauptbogen 
begrenzt, welche die Seiten befielben heißen; die‘ von ben Seiten 
gebildeten fphärifchen Winkel werden die Winkel des Dreiecks 
genannt. 

5) Sind die Seiten und Winkel eines ſphäriſchen 
Dreieds Kleiner als 180°, fo fällt das Dreied auf 
einerlei Halbfugelfläde; denn ergänzt man bafjelbe zu 
einem · ſphäriſchen Ziweiede, jo ift dieſes nach 2) Meiner als die 
Halbkugelfläche, alfo um jo mehr ift das fphärifche Dreiedt. Heiner 


als dieſe. Sei 
eine eite 
98 ein Winkel 

größer oder Fleiner als 180%, jo ift beziehungsweiſe auch 

N gegenüberliegende Bintel 


180°, 


eines jphärifhen Dreieds- 


größer oder Feiner als 
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Die Nichtigkeit diefer Behauptung ergibt fi 
man die eine der Seiten, welche den in R 
einſchließen, behufs der Bildung eines Zweiec 

7) Ergänzt man bie drei Seiten eines ſp 
Hauptfveifen, jo wird die Kugelflähe in ad 
zerlegt, deren Seiten und Winkel durch das 
beſtimmt find, Unter denſelben befinden fi) 
deren Seiten und Winkel Heiner als 180° fi 
darum aud allen Tommenven Betrachtungen 
Art zu Grunde legen, wenn nicht ausbrüc 
bemerkt ift. 

8) Die Ermittelung der Beziehungen zwi 
Winkeln eines ſphäriſchen Dreiecks iſt Aufga 
Trigonometrie. 

9) Jeder von mehr als drei Hauptboge 
Theil einer Kugelfläche heißt ſphäriſches P 
Anzahl der Seiten entfteht ein ſphäriſches 3, 

10) Ein ſphäriſches ned kann ftets du 
bogen in (n — 2) ſphäriſche Dreiede zerleg: 

11) Wie wir ſchon in 8. 119 der Stere 
entfteht ein ſphäriſches Dreieck oder ned au 
Kugel von einer dreifantigen oder nfantigen 
mit dem Kugelmittelpunfte zufammenfalfen, 
Die Seiten und "Winkel der Ecken beftimmer 
Seiten und Winkel des fphäriichen Dreieds ı 
liche Säge, welche in der Stereometrie über t 
Eden aufgeftellt werben, find demnach unm 
entſprechenden jphärifchen Gebilde beziehbar.*) 
für zweefmäßiger, dieſe in vorliegendem Lehrl 
dem früher über bie Eden Vorgetragenen } 
dieſem Ende der ſphäriſchen Trigonometrie 
Elemente der Sphärik oder der Lehre 
auf der Kugelfläche vorauszuſchicken. 


Bergl. St. & 126. 


ſchnitt. 
Von den Eigenſchaften der ſphäriſchen Dreiecke und Vielecke. 





8.7. Erklärungen. 

1) Die drei Gegenpumfte A,, B,, C, der drei Eden A, B, C 
eines fphärifchen Dreiecks ABC beftimmen auf berjelben Kugel- 
fläche eim zweites fphärifches Dreieck A,B,C,, welches wir das 
Scheiteldreieck des gegebenen Dreied® ABC nennen. 

Es ift Har, daß umgefehrt das fphärifche Dreied ABO das 
Scheitelbreied des Dreieds A,B,C, iſt. 

2) Aus der Ableitung eines Scheitelbreied8 zu einem gegebenen 
ſphäriſchen Dreiede geht unmittelbar hervor, daß die Seiten und 
Winkel des einen bezüglich gleich find den Seiten und Winkeln des 
anderen (E. ©. 8. 17 u. 8. 84, St. 8. 27 u. 8. 30), aber in 
entgegengefegtem Sinne aufeinander folgen. 

Man fagt von zwei fphärifchen Dreieden diefer Art, fie feien 
ſymmetriſch gleich und deutet biefe Eigenſchaft durch das 
Zeichen S an. R 

Synnnetriſch gleiche ſphäriſche Dreiecke können nicht: zur 
-Dedung gebracht werben. 

3) Sind in zwei fphärifchen Dreieden die Seiten und Winkel, 
in bemfelben Sinne aufeinanberfolgend genommen, einzeln einander 
gleich, fo jagt man, beide Dreiede feien congruent und deutet 
»iefe Eigenſchaft durch das befannte Zeichen 2 an. 

Congruente jphäriiche Dreiede laſſen fich immer fo aufeinander 
yelegt denken, daß fie einander decken, und umgekehrt find zwei 
‚phärifche Dreiedde congruent, wenn man fich diefelben fo auf» 
inander gelegt denken kann, daß fie einander decken. 
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10) Zwifchen den Seiten und Winkeln eines fphärifchen 
Dreiecks und dem zugehörigen Polardreiede findet folgende. Be- 
ziehung ftatt: 

Die Seiten des einen ergänzen die Wintel des 
anderen zu 180°, 

Bezeichnen wir bier und in der Folge die ben Winkeln 

A, B, C und A, B, C 
gegenüberliegenden Seiten Berüglich durch 
| a, b, c und a, b, c, 
ſo finden alſo nachſtehende ſechs Bedingungsgleichungen ſtatt: 
A —ö a — 1800 A-+a — 180° 
B+b = 180, 8 b = 180 
C+r = 18% E + c = 180%, 

Da jeve dieſer ſechs Gleichungen auf dieſelbe Art bewieſen wird, 
jo wollen wir nachfolgend nur die Nichtigkeit der erften, d. i. der 
Gleichung 

A + a — 1800 

darthun. | 
Denkt man fih zu dieſem Ende die fphäriichen Streden AS 
und AG gezogen, fo beträgt die Summe ber vier Winkel um den 
Punft A herum 360°; einer derjelben ift gleih A und von den 
Winkeln BAC und GAB mißt jever 90%, va BA und BC ſphäriſche 
Radien der Seite AC und CA und EB fphäriiche Radien ver 
Seite AB find (8.7.7). Der vierte Winkel BAC ift jomit nad) 
8.5. 4 gleich a. Es befteht daher die Beziehung 

A + 90° + 90° + a — 360°, 


A-+a = 180% 
11) Sind in einem fphärifchen Dreiede zwei 


woraus folgt: 


Seiten 
Winkel 
Winkel 


einander gleich, jo find im Polardreiede zwei Seiten 


einander glei. 
12) Zu congruenten ſphäriſchen Dreieden gehören 


eongruente Polareden und umgekehrt. 
8.8. Lehrſatz. 


Zwei ſphäriſche Dreiede find congruent, wenn zwei 
Seiten und der von ihnen eingefhlofjene Winkel in 


ihnen 
elben 
iglich 


inder⸗ 
metrie 


nkel 


fe in 
eiecke 


enk⸗ 
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GSis. 1) BA — BG, 


A=-%0 
ıWintel B Big 1. 
durch die fphärifche Strede BD Halbirt, * 
ſo iſt: 
BA=BC , 
BD = BD 
A ABD = % CBD, 
folglich 
A ABD 8 A CBD (8.8. Zuf2) 
und fomit 
IJA=-23C B D 
Zufäge. 


1) Sind die drei Seiten eines fphärifhen Dreieds 
einander gleich, jo find aud die drei Winfel einander 
glei. 

2) Gleichſchenklige ſphäriſche Dreiedde find congruent, wenn ein 
Schenkel und ber Winkel an der Spige in beiben einzeln einander 


gleich find. 
Anmerkung. Die ſymmetriſche Gleichheit fällt hiernach bei gleich- 
ſchenlligen fphärifejen Dreieden weg. 


8. 11. Lehrfag. 

Sind in einem ſphäriſchen Dreiede zwei Winkel 
einander gleid, fo jind aud die ihnen gegenüben- 
liegenden Seiten einander gleich. “ 

Beweis. Sind z.B. A und C die zwei gleichen Winfel 
und man denkt ſich zu dem gegebenen Dreiet ABC das Polar» 
dreieck ABC conftruict, fo ift nad 8. 7. 11 

BE — AB, 
alfo nad 8. 10 AA-C, 
ſomit umgekehrt nach 8. 7. 11 in dem Dreiecke ABC: 
BC = AB. 
Zufag. 

Sind die drei Winkel eines fphäriihen Dreieds 
inander gleich, jo find auch die drei Seiten deſſelben 
inander glei. 


ıe Seite A,O, die entſprechende gleiche Seite 
dritte Eckpunkt B, außerhalb des A ABC 
Kugelfläche fällt und B und B, durch bie 
B, verbunden, Es entftehen alsdann zwei 
ie Dreiede ABB, und CBB, und es ift 


% ABB, — I ABB 
4 CBB, = 4 CB,B, 
% ABC = X ABC, 


2 
AABCHS . 
AABCR A ABC, 
A ABOC 

Zuſätze. 
iten des einen Dreiecks in Bezug auf die des 
zeſetztem Sinne aufeinander, fo find beide 


4 glei. 
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: Seiten in beiden Dreiedfen unter einander 
eiede immer congruent. 


8.13. Lehrſatz. 
e Dreiede find congruent, wenn die 
n einander gleich find und in gleihem 
: folgen., 

man ſich zu beiden Dreieden die Polar- 
« find in diefen die Seiten einzeln einander 
Sinne aufeinanderfolgend, dieſelben aljo nad) 
lich müffen auch nad) 8. 7. 12 die urjprüng- 
ıent fein. 


Zuſätze. 
tehendem Satze die Winkel in entgegengeſetztem 
ſind die Dreiecke ſymmetriſch gleich. 
en Dreiecke gleichſchenklig, ſo ſind ſie unter 
zſetzung immer congruent. 


8.14. Lehrſatz. 
Dreiecke find congruent, wenn zwei 
infel, welcher der einen dieſer Seiten 
ı beiden einzeln einander gleich find 
Sinne aufeinander folgen und die 
eiden anderen gleihen Seiten gegen- 
ikel größer oder kleiner als 180° ijt. 


Fig. 3. 





(Fig. 3.) Es fi AB = AB, AC = A, 
% 4 B+ BZ 180, 
jo ift ABC 2 ABC. 
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Beweis. Denkt 
die Seiten AC un 
30-30 it 
AB nicht mit A'B' ; 
aljo nah 8. 10 
jomit, da 
ift, auch 
was gegen bie Vorau 

Auf gleiche Weife 
Dreieds A'B’C! etwa 
daher einander decken 


Zwei ſphäriſche 
Winkel und eine € 
überliegt, in beid 
demſelben Sinne < 
den beiden andere: 
Seiten größer ode 

Vorausjegung. 


I3B=43B,A 
Behauptung. 
Beweis. Denk 

dreiede ABC und A 


und 
alfo nad 8. 14 
und fomit nach $. 7. 1 


Entjprechen zwei 
ausgejprochenen Bedim 
gegengejegtem Sinne < 
gleich. 
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$. 16. Lehrſatz. 

ſphäriſchen Dreiede zwei Winkel rechte, 
rüberliegenden Seiten ebenfalls rechte 
anten und ber dritte Winkel ift gleich 
rs "In dem jphäriihen Dreiede ABC fei 
= 900, 

fo iſt AC— BC — 900 und AB= IC. 
ft man fich zu dem Dreiede ABC das Polar- 
ürt, jo ift in dieſem 

BE = AC — WM, 
» & der Bol der Seite AB und nad) 8.5.2 
ZIA=L8B-M. 
„11: 


BC = AC = 900 


AB= 0O. 


8. 17. Lehrſatz. 


ıußerhalb einer ſphäriſchen Strecke 
e aus, der nicht zugleich der Pol der 
man nur einen ſphäriſchen Perpen— 
Je ziehen. ö 

ve noch ein zweiter Perpendifel möglich, fo 
ſches Dreied mit zwei rechten Winkeln und 
! müßten nad 8. 16 Hauptquadranten, aljo 
die Vorausſetzung ein Pol der jphärifchen 


Zuſatz. 
Ib einer Strecke liegende Punkt zugleich ein 
» ift jede fphärifche Strede, welche man von 
nad der Strede zieht, ſenkrecht zu dieſer 
gibt fomit in diefem Falle unendlich viele 
l. 





Zweiter Abſe 


8.18. Leh 


gebenen Bu 
auf dieje nu 


e noch ein zii 
a Größe verſchi 
a8 unmöglich il 


8.19. Leh 
in einem gle 
kel an der S 
»ieſer ſenkre 


Halbirungsbogen 
ei ſymmetriſch 
igfeit des. vorſte 


8.20. eh 
nineinemg 
n Mittelpur 
sine ſphäriſch 
Grundlinie 


8. 12. Zufaß ! 
ſymmetriſch glei⸗ 


8. 21. Leh 
»Pitze eines g 
f die Grund! 
yirt die Gru 
yorausgejegt 
der Grundli 
t man ſich die ( 

eine fphärifche 
rbindungsbogen 
dem von der ( 
ſchen Perpendife) 
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Diejer jomit die Grundlinie und theilt das Dreieck in zwei ſym— 
metriſch gleiche Dreiede, alfo den Winfel an der Spite in zwei 
gleiche Theile. 


Zuſatz. 
Iſt die Spitze zugleich der Pol der Grundlinie, ſo kann man 
von jener aus unendlich viele ſphäriſche Perpendikel nach dieſer ziehen. 
Anmerkung. Da die Spitze nicht Pol ſein darf, ſo iſt die Summe 
der beiden an der Grundlinie liegenden Winkel nad) $. 10 größer oder 
fleiner al3 180° und die Richtigkeit des vorftehenden Satzes ergibt fich 
fomit auch Teiht au3 $, 14. 


8. 22. Lehrſatz. 

Erridtet man in dem Mittelpunfte irgend einer 
ſphäriſchen Strede auf dieſe einen jphäriichen Perpen- 
dikel, fo find je zwei fphärifche Streden, welde man von 
irgend einem Punkte des Perpendifels nah den End- 
punkten jener Strede zieht, einander gleich. 

Beweis. Der fphärijche Perpendikel theilt Das ganze Dreieck 
in zwei ſymmetriſch gleiche Dreiede (8. 8. Zuf. 2), woraus ſich 
unmittelbar die Richtigkeit des Satzes ergibt. 


8. 23. Lehrſatz. 

Halbirt man die drei Seiten eines ſphäriſchen 
Dreieds durch jphärifche Perpendikel, fo geben dieſe 
durch einen und denjelben Punkt, der von den Eckpunkten 
gleihen Abftand Hat, aljo der ſphäriſche Mittelpunkt 
des durch die drei Eckpunkte gehenden Nebenkreiſes tit. 

Beweis. Halbirt man (Fig. 4) Fig. 4. 
die Seiten AB und AC des: ſphä— 
riihen Dreieds ABC durch zwei 
iphärifche Perpendifel, jo ſchneiden 
dieje einander in zwei Punkten, wo— 
von wir nur denjenigen näher in's 
Auge faljen, welcher mit dein ſphä— 
riſchen Dreied auf einerlei Halbkugel ß 
liegt. Bezeichnen wir denſelben durch p und die Mittelpunkte 
der Seiten AB und AC bezüglich durch y und 45, fo iſt nad) 





8. 8. Zuf. 2 ADyp&SSA Ayp, 
daher pB = pA, 


Spitz, Sphärifhe Trigonometrie. 2. Aufl. 2 


vie ſpyutiſcyr Duscue wujv galig umEIyulm ven zievenvugend Juuen 
muß, fo ergibt fich die Richtigfeit des vorftehenden Satzes unmittelbar 
aus dem Zujage 3 zu 8. 63 der ebenen Geometrie. 


8.23. Lehrſatz. 
Der Umfang eines fphärifchen Dreieds ift Heiner ale 
derlimfang des zu derſelben Kugel gehörigen Hauptfreijes. 








N 
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Beweis, Beeichnet ABC das Iphäriiche Dreied und man 
legt durch die drei Eckpunkte A, B, C einen Nebenfreis, deſſen 
Umfang wir durch u bezeichnen, fo ift nach 8. 24 

AB+ BC -+-AC< u 
Nun ift aber, wenn U den Umfang eines Hauptfreijed bedeutet, 
nad St. 8. 118. 6 u<U, 
aljo um jo mehr 

AB+BC-+HAC<TU. 


| | Zujak. 
Da U — 360°, fo ijt der Umfang eines ſphäriſchen Dreiecks 
immer Eleiner als 360°, 


8. 26. Lehrſatz. 
Die Summe der drei Winkel eines ſphäriſchen 
Dreiecks iſt immer größer als 2R, aber kleiner als 6R. 
Beweis. Denkt man ſich zu dem gegebenen ſphäriſchen 
Dreieck ABC das Polardreieck ABE conftruirt, und bezeichnen 
wieder a, b, c der Reihe nach die den Winkeln A, Bl C gegen- 

inberliegenden Seiten vejjelben, jo hat man nad) 8. 7. 10: 

A=-2% — a 

B=2%1 —b 

" Ce2% — 1 
aljo PR u Be Zu 


oder da nach $. 2 
+ bre<an 
iſt, auch A+B-+C> 2% oder < HN. 
4 


8. 27. Lehrſatz. 
Die Summe zweier Seiten eines ſphäriſchen 
Dreiecks iſt größer als die dritte Seite, 
Borausjegung. (Fig. 5 1. folg. ©) ABC fei das Dreied, 
, b, © feien die den Winkeln A, B, C gegenüberliegenden Seiten, 
Behauptung pita+c>b. 
Beweis. Denkt man fich zu dem Dreied ABC das Polar: 
yreied ABE conftruirt, und daffelbe zu dem Zweieck BB’ ergänzt, 
2* 
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3egiehungen erhält man 
+AF>AB-+BC+CD-HDE-HEF-HAF, 
tfreis > Umfang des Polygons. 


Zuſatz. - 
g zwiſchen zwei Punkten auf ber 
ſphäriſche Strede, welde beide 


Big. 7. 





3.29. Lehrſatz. 
ı Mittelpunfte einer jphärifchen 
inen ſphäriſchen Perpendikel, fo 
[her außerhalb des Perpenditels 
von den Endpunften der ſphä— 
ernt. . 
fig. 7) & fi AC—- CB, GC AB, 
ift FA nicht — FB. 
n die fphärifche Strede DB, jo ift nach 
)+DB>FB 

DA = DB, 
)+DA>FB, 

FA>FB. 


Zuſatz. 
che Strecke halbirende Perpendikel 


et aller Punkte, welche von den End— 
gleichen ſphäriſchen Abſtand Haben. 


gegenüberliegenden Seiten des ſphäriſchen Dreieds ABU und a>b, 
Behauptung pitud JA> ZB. 
Beweis. Denkt man ſich zu dem Dreied ABC das Polar- 
dreieck ABE conftruirt, jo ift, weil 


a>b, 
offenbar 180° — a < 180° — by 
oder AA B, 
alſo nach 8. 30 a b, 
oder 180° — a > 180° — b, 


oder ZA>Z3B 


8. 32. Lehrſatz. 

3 nachdem die Summe zweier Seiten eines ſphäri- 
ſchen Dreieds größer, glei oder feiner als 180° ift, 
wird auch die Summe der diefen Seiten gegenüber- 
liegenden Winkel bezüglich größer, gleich oder Heiner 
als 180%, und umgekehrt. 
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Beweis, Ergänzt man pas ſphäriſche Dreied ABC (Fig. 9) 
durch Erweiterung der Seiten a und c zu dem Zweiecke BB’ und 
berüdfichtigt, daß 

JB=[%B dig. 9 
ift, fd folgt aus den SS. 30 und 31 unmittel- B 
bar, dag für 
u‘ > x 
BC = AC 


auch >. B'AC = BB, 
. | > 
oder für 180° — a* b, 
auch 1800 -—AZB 
< 


ift, und umgelehrt. 
Hieraus ergibt fich aber fofort, daß für 


> 
a+b = 180°, 





bezüglich At B= 1800 
wird, und umgefehrt. 


Zuſſatz. 
Aus Vorſtehendem folgt unmittelbar für 


< 1910 
a + b = 180 


beziehungsweife 180° — A = B. 


Berüdfichtigt man nun, daß (180° — A) der dem Winkel B 
gegenrüberliegende Außenwinkel ift, fo fließt Hieraus der Satz: 

In einem ſphäriſchen Dreied ift der Außen- 
winfel größer, gleich oder Meiner als ein gegen- 
überliegender innerer Winkel, je nachdem vie 
Summe der diejen Winkeln gegenüberliegenden 
Seiten bezüglich Feiner, gleich oder größer als 
180° ift, und umgefehrt. 


8. 33. Lehrſatz. 
Iſt einer der beiden an der Hypotenuſe eines recht⸗ 
winkligen Dreiecks liegenden Winkel größer oder 
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8. 35. Lehrſatz. 

Die Differenz zwiſchen der Summe zweier Winkel 
und dem dritten Winkel eines ſphäriſchen Dreiecks iſt 
immer kleiner als 1800. 

Behauptung. A+ B— C < 180%. 

Beweis. Denkt man fi) das Polardreied ABE zu ABC 
conftruirt, jo ift nah 8. 27; 


a+b>g 
oder 180° — A + 180° — B > 180° — C, 
Dder 360° — (A + B) > 180° — C, 
oder 360° — (A + B — C) > 180°, 


aljo A+B-C< 1800. 


8. 36. Lehrſatz 


Zwei ſymmetriſch gleiche ſphäriſche Dreiecke ſind 
inhaltsgleich. 

Beweis. Es ſeien (Fig. 10 und 11) ABC und ABC zwei 
ſymmetriſch gleiche ſphäriſche Dreiecke. 


Fig. 10. Fig. 11. Fig. 12. 





Beſtimmt man für das erſte den Mittelpunlt M des um- 

ſchriebenen Kreiſes ($. 23), fo ift 

MA = MB = MC, 
alfio.$ MAB = I MBA, I MBC — A MCB un 
% MAC = _ MCA. 

Denkt man fi) nun das Dreied aßu (Fig. 12) in der Weife 
:onftruirt, daß Au = BM, aß = AB, au = AM wird, und 
an £u mit BM das Dreied BCM als Ayu gelegt, jo muß der 
ın sw übrig bleibende Winkel &uy, welcher die Summe der zwei 








Dritter Abfchnitt. 


Entiwidelung der Relationen zwifchen deu Seiten und Winkeln 
eines ſphäriſchen Dreiecks. 


J. Relationen zwiſchen den Seiten und Winkeln eines 
rechtwinkligen ſphäriſchen Dreiecks. 


8. 37. Erklürung. 

Da ein rechtwinkliges ſphäriſches Dreieck fünf Stücke hat, welche 
einer Berechnung unterworfen werden können, nämlich: Die zwei 
Katheten, die Hypotenuſe und die zwei an dieſer liegenden Winkel, 
und je zwei dieſer fünf Stücke das Dreieck beſtimmen, ſo beſteht 
unſere Aufgabe zunächſt in der Aufſuchung von Ausdrücken, welche, 
behufs der Berechnung fehlender Stücke, drei jener Elemente des 
Dreiecks enthalten. Solcher Formeln gibt es aber 

8.4.8 _ 10 
1.2.3 — 
welche jedoch nicht alle mwefentlich von einander verjchieden find. 
Die drei Stüde können nun fein: 
1) die drei Seiten, 

2) eine Rathete, die Hhpotenufe und der Winkel, welcher jener 
Kathete gegenüberliegt, 

3) eine Kathete und die zwei an der Hhpotenufe liegenden 
Winkel, | | 

4) eine Kathete, die Hhpotenufe und der an der Kathete 
iegende Winkel, 

5) die zwei Katheten und ein Winfel, 

6) die Hhpotenufe und die beiden anliegenden Winkel. 


Dritter * 


38. Entwickelu 
3C (Fig. 13) das 
e Winkel, M der I 


18. ferꝛ 
Kat 
übe 


SH 


0P AR 
/ rech 

rech 
nun vom Scheitel 
A, fo ſteht nach € 
MA®) 





aber 

»c = cos BMA 

ID = ME cos | 

IE = MB cos: 

oo MB cos i 
u ME 


30 cos a cos 


*) Denn ſteht 


and 

und macht man 
fo ift L 
alfo 

fomit 

jolglich ud A 
alfo 

Vergl. auch St. $. 


PvE 






0 Fe 
Yo. 
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Man hat ferner: 

. BE 

sın A = sin BDE — BD 
MB sın BME MBsina 


— MB sinBMD“ MBsine 








ober sinA— 
| > sin GC 
und analog sin B— b, 
sin, C 
sin a — sin c sin 5 
ober sinb= sincesinB) ° '''"''' II 
Weiter iſt: 
A = cos BDE = DE 
cos A = co: —55 
__ MEsin DME 
MB sin BMD | 
__ MB cos BME sin DME 
| 0 MBsin BMD 
Dover cos A — a rn («) 
Nun ift aber nad) II 
| ind _ in B, 
sin C 
folglich auch 
cos A — cos a sin .) I 
und analog cosB=cosb sin AJ 
Führt man aus I den Werth von 
Tb 
in obige Gleichung (x) ein, jo geht dieſe über in: 
cos A =.cot ctg >| Iv 
und analog cosB= otcetga) "tt 
Weil ferner | 
| 5 A— BE__ MB ein a 
°° DE MEsinb 
MB sın a 


MB cos a sin b’ 


vIEJEm un Der wege eyenven wien Verdumven, 

t demjelben durch ein Element getrennt find*), und 
die 10 Relationen für das vechtwinklige ſphäriſche 

genden einfachen Sag zujammenfaffen laſſen: 


der Bemerkung, daß C gar nicht berlicfichtigt wird, find die 
t al3 an einander liegend (mit einander verbunden) zu betrachten, 
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In jedem redhtwinkligen ſphäriſchen Dreiede ift 
der Cosinus eines jeden Elements glei dem Pro— 
dukte der Sinus der beiden getrennten, dagegen gleich 
dem Produfte der Cotangenten der beiden ver- 
bundenen Elemente, wenn man immer ftatt der beiden 
Katheten deren Ergänzungen zu 90° fegt. 


Anwendung der vorjtehenden Formeln zur Löſung 
einiger Aufgaben. 


8. 39. Erfte Aufgabe. 

Aus der HHpotenuje c und einer Kathete b eines 
rechtwinkligen ſphäriſchen Dreieds die übrigen 
Stüde deffelben zu berednen. 

Auflöfung. Nach der in 8. 38 gegebenen Regel haben wir, 
da e in der Mitte von a und b und getrennt von ihnen Tiegt: 


co8sc = sin (90°—a) sın (90°—b) = 032 COS b, Du 
alſo 
cos G 
o COI3 Aa = — 
cos b 


Ferner Tiegt a zwijchen b und B, over auch B zwiſchen a ımd c 
und in jedem der beiden Fälle find die drei Elemente mit einander 
verbunden, alſo ijt 

cos (90°—a) — cot (90°—b) cot B, 
oder auch cos B == cot ce cot (90°—a); 
und ebenfo 
cos (90°—b) = cot (90°—a) cot A, 
oder . cos A = cotc cot (I90°—b). 

Hieraus folgt: 


to a 
9 gA= ——, ‘ 
sın b 


oder auch 
coaB = tga cotc; cosA = tgb cot c. 
Sft z. 8. c = 11203020“; b = 50%’, fo folgt: 

Cos 8 == cos 1 12°30'20°, 

cos 5008 

log cos 112°30‘20“ = 9,5829413 (—) 

log cos 508’ — 9,8068602 

log cos a = 9,7760811 (—). 
Da alfo cos a negativ wird, fo ift 
a = 180° — 53020°3,1” = 126%39° 56,9. 





Dritter Abſchni 


‚ner hat man: 
ts B— 





126° 39 56,9 = 9,9042459 ı 
-logtgB -» 9,1739939 
B = 56° 10°55,5“ 
Anmerkungen. 1) Man hätte c 
3 der Gleihung 
* sin b 
sinB— sine [8 
ven können; allein hiernad; wäre B u 
h eine befondere Unterſuchung nöthig g 


s 90° werden muß. Es ift dieſes j 


m man berüdjichtigt, daß, weil sin a 
Grenzen 0° und 180° poſitiv ausfäl 
) tg b ftet8 einerlei Vorzeichen haben 
B S 90° auch bezüglich 

muß, wie wir dieſe Refultate ſchon i 
ge erhalten haben. 

Wenn wir in Nachfolgendem nicht aus! 

iefert die in Anwendung gebrachte Rela 

zweideutig. 

3) Obgleich wir in der Folge von 

geftelften Relationen I-IV Gebrand . 

dem Studirenden, diefelben in Gedanken jedesmal nad) der dafeldft 
egebenen Regel zu bilden, wie wir ſolches in der vorftehenden Auf- 
e gethan haben. 


8. 40. Zweite Aufgabe. 
8 den beiden Katheten a und b eines redt- 
igen ſphäriſchen Dreieds die übrigen Stüde 
ben zu berechnen. . 
flöfung. Nach 8. 88 (I) ergibt fich: 


cosc — cosa cos b 


s V: 
ig b 
WB 
ga 8%. 





Entwicelung der Relationen zwifchen den Seiten 2c. eines fphär. Dreiecks. 33 


Iſt z. B. b = 483615”; a — 53040; jo folgt: 
cos C = cos 48° 36°15 cos 53° 10° 
log cos 4503615’ —= 9,8203705 

log cos 53°40° = 9,71726751 


log cos c = 9,5930456 

gas 13.. rt tg 53040" 

g 5 5 

WB = ing! EA cn geoger Tg" 

log tg 48036‘ 15° = 10,0547830 log tg 53°40‘ — 10,1334356 
log sin 53040‘ = 9,9061107 log sin 4803615" — 9,8751534 
logtgB = 10,1486723 logtg A = 10,2582822 
B = 54°37°15,3” A = 610649“, 


8, 41. Dritte Aufgabe. 


Aus der Hypotenuſe e und dem anliegenden 
Winfel B eines rechtwinkligen ſphäriſchen Dreieds 
die übrigen Stüde dejjelben zu berechnen. 

Auflöjfung Nach 8. 38 ijt 

sınb = sinc sin B; 
tga — tge cosB; 
cot A = cosc tgB. 


Anmerfung Man erkennt fogleih, daß hiernach die Seite b 
zweideutig gefunden wird. Nach der Anmerkung 1) zur erften Aufgabe 


wird aber dieſe Bweibentigfeit dadurd) gehoben, daß für B = 90° auch 
b Z 90° fein muß. 
> 


Man kann auch zuerft aus 
tga = tgc cosB 
die Seite a und darnach aus 


c0o8c — cosa cos b 
die Seite b berechnen. 


St zB c= 7001245“; B = 53°50'6; fo hat man: 
sinb — sin 70° 12°45“ gin 530 30 6“; tg a = tg 70°12'45° cos 53° 50°6“; 
608 A = cos 70° 12'45“ tg 53° 50° 6”. 
log sin c = 9,9735687 Ingtgc = 10,4439682 logcos c —= 9,5296005 
log sin B = 9,9070462 log cus B = 9,7709349 log tg B= 10,1361113 
log sin b — 9,8806149 logtga — 10,2149031 log cot A — 9,6657118 
b = 49° 26 0,8“ a — 58° 37' 49,6' A — 65° 857,5", 


8. 42. Bierte Aufgabe. 
Aus der Kathete a und dem anliegenden Wintel 
3 eines rechtwinkligen ſphäriſchen Dreieds Die 


brigen Stüde deſſelben zu berechnen. 
Spitz, Sphäriſche Trigonometrie. 2. Aufl. 3 


ww, 


34 Dritter A 


Auflöfung Man erhält m 


ectce= co 





Iſt 3. B. à — 14005504; B— 
cot e = 6011400550" cos 62° 18° 30"; 

cos A — cos 140°5° 

log eot a= 10,0776835 (-); logsina— 

10g coaB— 9,6671850 logtgB- 














log cot c— 9,7448685(-); logtgb— 
= 1806005615," b= 

— 1190 744,9 
8.43. Fünf 


Aus der Kathete b und d 
Wintel B eines rechtwinkli 
die übrigen Stüde deſſelbe 

Auflöfung Dean erhält na 


inc= 


cos a ⸗ 


cos A = 

Anmerkung. Da sin c zw 

umd A von c abhängig ift, fo läßt 
zwei Auflöfungen zu. 

Nun ftimmt aber sin (B + 90° 
Vorzeichen überein ($. 33), fomit I 
anführen, in welchen c volltommen 

1) Wenn B= C — 9°, fo if 

2) Wenn B < 9°, alfo nad) 
b-+ e< 180%, und es: befindet 
nur einer, der mit b zufammen ı 
© unzweideutig beftimmt. 


3) Wenn B > 90°, alfo nad.$. 34 auch b > 90° und nad) $. 33 
b-+ ce > 180%, und es befindet fid) unter den zwei Werthen von e nur 
einer, der mit b zufammen mehr als 180° ausmacht, fo ift c eben- 


falls beſtimmt. 


In allen anderen Fällen erhält man c zweideutig, alſo für die vor- 


gelegte Aufgabe zwei Auflöfungen. 


Beftimmt man zuerft a nad) der Formel sina — tgb cotB, fo findet 
man & zweideutig und hat analog wie vorhin zu enticheiden, ob die Auf- 


gabe eine oder zwei Aufföfungen zuläßt. 





zwiſchen den Seiten zc. eines fphär. Dreieds. 35 


4 B = 570187; fo ift: 
sin 50°40° 
— in Brig 
1444 
3597 
1847 
+5,71 oder 1130 11754,3“, 
von e die Summe b + c < 180° wird, fo ” 
deutig. 
7, fo wird 
cos 66° 48°5,7° 


cos 50°40° 
tg b — cot 66°48'5,7” tg 50040". 
1039 log cot e = 9,6320192 
1135 logtgb = 10,0864709 
i304 log cos A 9,7184901 
"31,3" A =: 550 252,06“, 


113°11°54,3“, fo findet man: 





d = — cot 66°48°3,7” 1g 50040° 
51034'31,3° — 128025°28,7" 
580 282,06“ — 121031'57,94“, 


Sechſte Aufgabe. 


er Hypotenufe liegenden Winkeln 
winkligen ſphäriſchen Dreieds 
ben zu berechnen. 
38 erhält man: 
»= cot A cotB 
cos B 
sin A 
cos A 
sin B 
‚B = 64°18°40%, fo folgt: 
3 = cot 43° 18°40“ cot 64°15°40” 
08 640 19°40° 
in 430757407 
08 430 18°40° 
in 64018730” 
sB — 9,6369733 log cos A — 9,5619164 
aA — 9,8362955 logsin B — 9,9548024 _ 
s b = 9,8006745 log cos a — 9,9071140 
b = 50048 24,19" a — 3699,97", 
3* 


= 


— 














wir nun den Abftand DU des Fußpunktes D des 
endikels I von dem Edpunkte C durch m, ferner, 


en den Seiten 2. eines ſphär. Dreied3. 37 


8 ſphäriſchen Dreiecks duch A, B 
chenden Seiten bezüglich durch a, 
Fig 15a: 


(b— m) cos h, 
(b-+ m) cosh 
5 

bon) an 
) 


(b— m) und cos (b-+ m) nad 
ihrt die Divifion durch cos m aus, 


b-+ cosa sinb tgm 
b — cosa sinb tgm. 


IV. fir gig. 150: 


tgm = tga cosC 


S tgm = — tga cosC. 


ierthe in obige Gleichungen erhalten 


+ cosa sinb tga cosC, 


+ sina sinb cos C. 

ig ber Buchftaben ergeben ſich hier- 
zwiſchen den drei Seiten und einem 
ds: 

ce + einb since cos A 

c + sina since cos N) VII 
b + sina sinb cos C. 


PEBEBEDER 


38 Dritter Abſchnitt. 


SA der Pasinus einer Seite ift 
3 ber beiden andere 
8 den Sinus dieſer zi 
:8 von biejen Geit 


ationen zwiſchen zwei € 
gegenüberliegenden A 
Big. 16) ein befiebiges fpl 
3 auf die gegenüberliegend: 
fo kommt der Fußpunft D 
16), ober in beren Ber 
den Fällen hat man nach 
sinh — sin c sin 


sinh = sina sin 
sina sinC = sinc sin 


Fig. 18. 





fi fomit: 

sina:sinc— sinA:sinC. 

auſchung der Buchſtaben gelangen wir hiernach zu 
ei Proportionen: 

sina:sinb= sin A : sinB 
sina:sinc=sinA:sinÜ} ..... VIII 
sinb : since sinB : sin C) 





oiſchen den Seiten ze. eines fphär. Dreieds. 39 


jen Dreied verhalten fi die 
Seiten wie die Sinus der biefen 
den Winkel. 


n zwei Seiten, dem eingefdjloffenen 
beiden anderen Winkel. 


cose + sinb sine cos A 
cosb + sina sinb eos C. 
bon cos c aus ber zweiten Gleichung 


‚sine cosA — sina sinb cosb cosC, 
sinc cosA + sina sinb cosb cosC 
t 1—cos*b fegt und darnach bie 
123 

sin a cos b eos ........ (a) 
sin.a bivibirt: 





- cosb cosC. 


7. VI: 

sin C 

sinA 

: Gleichung über in: 

ıtA sin O -+ cosb cosC, 

Hung der Buchſtaben erhalten wir 
onen: 

ↄt A sin C + cosb cosC 

»tA sinB-+ cosc cosB 
»tBesinC-+ cosa cosC 
»stBsinA+ cosccosA[ "" 
3#tC sinB + cosa cosB 

3tC sin A + cosb cosA 


ı einer Seite und den drei Winfeln. 


iphärifchen Dreiede ABC das Polar- 
‚at man in diefem nach 8. 46. VII: 
»sc + sin b sine cos A, 


c 
a 


. IX 


cosce sinb = sina cosU + cosb sinc dos A)] 


O 8. 51. Nelationen zwiſchen zwei Seiten und den drei 
Winfeln. 


Denkt man ſich das Polardreieck conftruirt, darauf bie 
Gleichungen XI in Anwendung gebracht und ſolche wieder auf 
das urſprüngliche Dreieck zurückgeführt, fo erhält man die Be- 
siehungen: 

cosA sinB — sinC cosa — cosB sinA cosc - 

cosA sinC = sinB cosa — cos sinA cosb 
cosB sinA — sin C cosb — cosA sinB cosc 
cosB sinC == sinA cosb — cosC sinB cosa 
cosC sinA sinB cosce — cosA sinC cosb 
cosC sinB = sinA cosc — cosB sin C cosa 


. Xu 





wiſchen den Seiten 2c, eines fphär. Dreieds. 41 


erzeugt, eignen fich die Relationen XI 
en Rechnung. Wir wollen darum ſogleich 
ſolcher Formeln zwiſchen fünf Elementen 
orwurfe nicht ausgejegt find. 


ig der Neper’ichen Gleichungen. 

Es ſei (Fig. 17) ABC das ſphäriſche ’ 
nft man fi) den Winfel B nad BAD 

— x gejegt, jo ift nach $. 47. VIII 

» ACD: \ 





—B) Fig. 17. 
TREE) 
Tr. 8. 14: 
os x —cosasinx 4 N 
sinx D 
ot x — cos a, 
B zieht und aus dem u 
A ADF nad) 8. 38 
cosB 3 
tx == Sur; 
t85 

sB 
— — cos a 
8 5 cosB 
- — cosa 
a 

2 

ee 

sin 5 c085 cosB 
——ecosa 

2sin 3 
6) und (11): 
ccosB 


Dritter Abſchnitt. 


sina sine co8B — cosa + co: 


1— cose 
6. VII 
cosc + sina sine cosB = coı 


cosb — cosa 
1— cosc 


8.178: 


Werth in die Gleihung (c) eir 


3) _ sing (A—B)cos$ (A 
ein; cos / 
rin: 
a—b) _sin$(A—B) cost 
SI a TE 
sin 7 0085 

ferner 

sin a sin A 

inc sn 

sinb _ sinB 
.  sne sinl’ 
ina—sinb : sinA—sinB 


sine sin © 
ina-+-sinb _ smA-+-sinB 
soo sinC ' 


} 17 (5) und (6): 
a—b) — cos$(A+-B) sin$ 


sin J c085 


(a—b) _ sint(A+B) cost 


sin z c085 


zwiſchen den Seiten xc. eines ſphär. Dreieds. 43 


: Gleichung (1) der Reihe nach durch (2) 


jegiehungsweife: 
_ @s+(A—B) \ 
cost (A+B) , [| I) 
— sin (A—B) 
in Ar) 83 ...... 65) 
mmiktelbar für das entſprechende Polar- 
_ cos HA 8) f 
— 054 (A+8) 
_ sin (A— 6) 
— sin+ (A+ 8) 9 w, 
A A = 180° — a 
B 8 = 180° — b 
c C= 1800 — e, 


1800 —4(A+B)J= — tg4 (A+-B), 
B-A)=—tg4(A—B), 

0s+ (a— b), 

s [180°— 4 (a + b)] — cost (a+b), 


cos}(a—b) „., C 
cost(a+b) ° 2 
int @—b) u c 
— int (@+b) ® er 





Dritter Abſchnitt. 


hungen (4) bis (7) er 
Buchftaben nachſtehende 




















_ wos+ (A—B 

FD os (AB 
_ 2053 (A-C 
FIT ng (AHC 
_ eos$ (B—C 
FIT BHO 
_ sing (A—B 
I my(AHB 
_ sing (A—C 

I = ng(AFO 
_ sing (BC 
IT nEBFC 
_ eos$ (a—b 
J 
m _ 0084 (a—e 
J cost (a+c 
5 x cost (b—c 
3+0) - er 
_ ing (a—t 
IT ing 
siny(a—ı 
J sing(atı 





sing (b+« 
Anmerkungen. 
elationen zmwifchen zwei Seit 
urden zuerft von Neper auf 
Teihungen oder Analoı 
i der Herleitung der Gleicjun 
Man kann jedoch auf ähm 
1, au8 deren Verbindung mit 
en. Da diefe Entwidelung 
dem Studirenden die Ausf 
fo mollen wir nachſtehend 
ichnen. 


3-0) - bi 


zwiſchen den Seiten sc. eines fphär. Dreieds. 45 


CumCD-CA=b, verbinde A mit D durd) 
F 1 AD, fo ift in dem fphärifhen A ABD: 
—bein 499 


sin y 
CF 
cos b 
un. 
etz 


analoge Weife wie bei der Herleitung obiger 

au deren Stelle: 

+b) _ cos4(A +B)cos4(A— 
_ il en Kae 

sing 

iach CG, verbinde A mit G durch den Hanpt- 

fo Hat man in dem fpärifjen A ABG: 

D_ nA 








x sin z 
CH: 
cos b 
kı=n. 
—9 
tg 


dt fich Hieraus: 
-b) _ sin 4(A-+B) sin }(A—B) 
y miurDmiuzd 


cos 


2 
Fig. 19. 


a 





B * 

BA md BC zu dem Zweit BK, mache 

LAK, fo ift in den fphärifhen AA ACL 
150 -— a + V) — sina+v: 

h dann noch Giltigfeit hat, wenn a+ b, alfo auch 


t fich leicht aus dem fphär. Dreiede, welches ber 
aite e bis zum Durchſchuitt mit CD gebildet wird. 


Dritter Abſchnitt 


natn _sin(a 


sin v sin 
cos B 

cotv m CE, 
ecot $ 





ab) _ sing 


tung. Nach 8. 4 


:sinb = sin A 


— sinb = sin A 
17 (5) und (6): 
Hab) = tg4( 
ift ferner: 

b cos e — sinb 
a co8c — sina 


—— 0 
beosce sinb 
VIII 


sin a sin # 
sinb, sinE 
a cosc sin A 





bcosc  sinB 
sjeit8 das eine M 
unter gleiche Ber 
wa) (1.— cosc). 
"cosbeosce 
»sa) (1 + cosc) 
-cosbcose 
beiden Gleichungen 
sa) (1 4 cos) 
sa) (L— cose) 
(7) u. ) 8.16( 


-b).2 0085 


-b).2sing 


2i 


2si 





zwiſchen den Seiten zc. eines fphär. Dreieds. 47 


sin + (A—B)cost (A—B) g 
sinf(AFB)cosp(AFB) 8 3° (M) 
und tg 4 (a—b) zu beftimment, eten wir 











ta+b=x 
t@—b)=y, 
&(A+B) 

jap) P 
Int (A—B), 


armes- 4 
n («) und (#) über in 











x=py 
xy — 
icht: 
p V: = vYP4 
q , 
pP . 
in dieſe Reſultate die Werthe von x, 
man: 
+B)sin ¶ ⸗ Beos (A—B) 
8° 5, 
—B)cos${ (A—B) 26 


By, 
Beos (AH B)Ig FÄ-B)'8 2’ 


3) 
3) 





3”? un 
224 (A—B) 
n24(A+B) 





48 Dritter Abſ⸗ 


indem die Quadratwurzeln ſtets pc 
ſchreibt man ftatt der Gl. (8) und 
1gt(a+b) cos} (A+B) — cost ( 
ti 

ts+(a—b) — 

— — sink( 
und berückſichtigt, daß 4 (a 4b) u 
ſelben Quadranten fallen, + (a — b 


Zeichen haben und 4 (A + B) unt 


find, fo ergibt fich Hieraus, daß jede 
und (9) pofitiv ausfallen, 

Die Gleichungen (8) und (9) | 
oben gefundenen Neper'ſchen Gleichu 
die Gleichungen (6) und (7) könne 
Herleitung aus dem Polarbreiede e 





O €. Relationen zwiſchen ſechs 
Dreiech 


8. 53. Cagnoli'ſch 
Nach den Gleichungen VII und: 
cos aà cosb cosc- 
cosA = — cosB cosC-- 
Multipliciven wir num die erfte 
die zweite mit cos a und jegen die 
fo gelangen wir zu der Gleichung 
sin b sine cos?A + cosb cosc ı 
cosB cosC 
ober, wenn man | Zi a } ftatt | 
sin b sinc — sinb sin c sin® 
sinB sinC - sinB sin sin? 
Nun ift aber nach 8. 47. VIII 
sinbsinA.sincsnA= 
aljo geht vorſtehende Gleihung übe 
sinb sinc-+cosb cos e cosA = si 





ien zwiſchen den Seiten ıc. eines jphär. Dreieds. 49 


zwiſchen ben ſechs Stüden eines jphäriichen 
ionen: 
os A=sin BsinC— cosBcosÜ cosa 
:08 C==sin A sin B—cosA cosB cosc Iso 
os B=sin C sin A—cosC cosA cos b. 
leichungen nach ihrem Begründer Cagnoli 
telationen, 


zur logarithmiſchen Rechnung nicht geeignet , 


jogleich zur Entwidelung jolher Formeln 
menten ſchreiten, die eine für bie praftiiche 
Form haben. 


ung der Gauß'ſchen Gleichungen. 


19a) das ſphäriſche Dreieck und A > B. 
I DBA — A, beftimmt nad $. 23a den 
Dreiede BUD Fig. 190 

eiſes und fällt 
ilel EF, EG, 
reiecks BCD, 


CEF, 
BEH, 
DEG, 





= ZUR; CG = CH, 

4%. BEH; BF = BH, 

= 2 DEG; DH= DG. 

n den Bogen DE bis zum Durchſchnitt M 
wird nach 8. 19: 

AM—BM = y 


+ $DEH= 4.DEG -+ ZCEG + 
+ ZBEF— ZBEM=180°, 





$CEF+ $CEG=2.CER, 


verrie. 2. Auf. 4 


rs 


50 2 


oder 5 A B 
FB- 
FB — FC=BH— 
— BD — 

woraus durch Addition un 
FB 

FC 


Ferner hat man: 
I ECF = 4 2 DCB 
% EBC = A CBD 


AMBE= JABC+. 
In den rechtiwinkligen Die 
cos CEF 
cos BEM 
oder cos CEF 
cos BEM 
und da nach Obigem 
3 CEF 


iſt, 


cos + (a— b) cos s 


Aus den rechtwinklige 
erhält man ferner nach 8. 
cos ECF 
cos EF sin BEF 
sin FB 
sin EB sin BEM 
Multiplicirt man dieſelbe. 

gleichen Faktoren außer Acht, jo folgt: 
sin FB cos ECF = cos EBC sin MB 

oder nach Obigem: 


sin 4 (a+b) sin — = cos$ (A—B) sin 5 er. (2) 





em den Seiten xc. eines ſphär. 


geben ſich ferner die Rel 
cos EF sin CEF 

cos EB 

cos EM cos BM 

cos MBE, 

gt: 

cos MBE cos BM 


cos + (A+B) cos 3 . 


zung des 8. 47 erhält 
ngen: 

sin EF sin CEF 

sin EB sin EBC 

sin MB 
on: 

sin EBC sin MB 


sin 4 (A—B) sin 3 . 
(1) 5i8 (4) ergeben fid, 


jen drei Relationen und ı 
nten eines jphärifchen D 


48 


Dritter Abſchnitt. 


sin 4 (A-+B) cos 


l 


fi 3) cos 


l 
® 
5 
- 
> 
+ 
S 
8 


c 
3 
b 
2 
— sin + (BHO) cosꝭ 


sin 4 


I 
8 
Pi 
> 
l 
— 
S 
= 
2 
wie 


sin = c08$ (A—C) ing 


= cos + (B—C) sing 
= cos + (A-++B) cos 5 
b 
2 
a 


sin 


.xV 


BE 
BenavwPun&unn up wWwn 


sin zn + (A-+O) cos 


sin 2 = 000 4 (B+C) 008 
[6% * . 
song — ein} (A—B)sin 5 
con 8 = sin }(A—0) sin ® 


cos 3 — sin} (B—C) sin 3 

Diefe Gleichungen heißen die Gauß'ſchen 
Analogien, weil fie zuerft von Gauß (1809) 
dt wurden. Bereits ein Jahr früher hatte aber 
iefelben belannt gemacht und bewieſen, weshalb fie 
iefem benannt werben. Wir werben fpäter (f. $. 56 
men, noch eine analytifche Entwidelung diefer für 
en Relationen zu geben, 


sorftehenden Säge zur Berechnung 
ſphäriſchen Dreiecke. 

8. 55. Ertlärung. 

ng eines beliebigen ſphäriſchen Dreiecks find 
iedene Fälle zu unterſcheiden. Es können 
gten Aufgabe gegeben ſein: 





4 


x 
2: 
mel 

». an, indem wir im den erjten brei 
jungen beziehungsweiſe 

I—C a 
1—c, d=!b, 
1—b © 


ven zwifchen dei Seiten xc. eines fphär. Dreieds, 55 


a b+e 
| b, ‘= | a+c 
c a+b 
treffenden Gleichungen folgende Formen an: 


nt(b—c-+a) sintb—e—a) 











sin b sin c 
n4 a4la—ct b) eing(a—e—b) 
sina sinc 
a4(@—b+e) sin4(a—b =, 
sin a sin b 
ing(a+b+e) sing (a—b be) 
sinbsinc . 
n+b+ate)! Sins (b ae), 
sina sinc 
a+(c+a-+b) sing (e—a—b) 
sin a sin b 
nad folgern: 





"sin b ein © 





@) 





sin b sin c 


\+@+b+c) siny(—a+b-+re), 





iach, daß A, B, C ſtets Meiner ale 180° 

pofitiv zu nehmen find. 

: Ablürzung 

+b+c=2s 

=a+b+e 2a 28 2a, 
a+b-+e 2b 25 2b, 

=a+b+c— 2-2 — 2, 














56 Dritter Abf 


jo gehen obige Relationen der Reif 








B 

—— sins sin sin. 
2 na 
C 

cs ⸗ sins sin 
2 sinaı 


Durch Divifion erhalten wir 
unmittelbar die Gleichungen: 





 sinss 


Um nun nad) vorfiehenden Beziehr 
Dreieds zu beftimmen, ſei 
a = 1191914; b = 125° 
Man hat alsdann: 
28 — 11918144121 
s ⸗1570 544 
s—a — 157544" — 11 
s—b = 157544" — 12 
s—c= 1517544" — T 
alfo nad) den erften drei der Gleichungen 


m Ve 









A 
2 
B 
2 
c 

2 


“ac 
wo 


far 


Dritter Abſchnitt. 


r(a—b-+e) + sin —E 


(@—b+0) - ein Ta-b-e)] = 





Ru 

t(a+b-Fe) — sin} (a+b—c)] FrrY 
C 
sin- 


(a+b-+e) + sint(a+b—c)] —* 
E. Tr. 8. 17 (5) und (6): 
H-a+b+0)—2singcos}(a—b); 






H—a+b-+e)—2eosgsint(a— b); 
+a+b—c)=200s4(a+b)sin 5 ; 


+(a+b—c) =2sin}(a+b)cos J ; 
hiernach, wenn man noch berückſichtigt, daß 
ft, obige Gleichungen in: 

.B= ceos ab) „„C 


.B) = cos (a+b) . 
e Ay 

COS 

.B) = sin 4 ta+b) „„C 

u © 

2 
in biefen vier Gleichungen die ſchon oben in 
ge entwidelten Gauß'ſchen Analogien. 


sin 


den Seiten ꝛc. eines fphär. Dreieds. 59 


eite Aufgabe. 
n Dreiede jind die drei 
man foll die drei Seiten 


folgen unmittelbar die Ausbrüde: 


+ cosA cos, 
ıAsinC 
+ c08A cosB 
aAsnB 
nicht zur logarithmiſchen Rechnung 
ſogleich in Hierzu tauglichere Aus- 


n3 analog verfahren, wie bei ver 


dieſer Gleichungen zuerft von ber 
zu berfelben, jo erhält man auf 
gende ſechs Relationen: 
cosA + cos(B+0) 
sinBsnC .' 
cooB + cos A+O) 
” sin Ä sin C 
cosC + cos(A+-B) 
— “sin A’sin B ' 
8A + cos(B—C) 











sin B sin C 
os B- cos(A—C) 
vdin A ein 
os C + cos(A—B) 
sin A sin B ' 
12) und 8.17 (N): 

















B+O) cos (A— B+O) 





sinAsnO · 
B-+O) m} (A+B-C) 


sinAsinB 





Wer N Lan 
2} sinA sin B j 
ließen aber jofort durch Divifion die weiteren drei 





vr 
3=V. 

„Pb ) 

% Var xix 
_ V: SEIN 

2 cos(S-- A) cos(S—B) 


tungen. 1) Macht man von den Refultaten XVI, welche 
‚gabe $. 56 entwidelt wurden, Gebraud, jo laſſen fid die 
ı Gleichungen XVIII ſchneller unter Zuziehung des Polar- 
leiten, 

a Gleichungen XVI ift nämlich in diefem: 

sit ver sing +b—g 


sinb sine 


n zwiſchen den Seiten xc. eines fphär. Dreieds. 61 





eiece: 





— 
sin (180%- 







\ 


=B+O s}ta+B-0 
=2 a+B-O 


— sinB sinC 


x als 180°, alfo die halben Seiten fleiner als 
‚meln XVIII und XIX die Wertge der Wintel 


oe as; B— 6002710“; C — 48° 16'505 fo 
‚men XIX, wenn man dafeldft 
HA-+B+O) = 11904‘, 





= 59° 18:50”; S—C = 71°29° 10° 


608119046 os1le 

< c08 71929710” ” 

Zeos1! 608 59° 18° 50” 
608 11037 cos 710207 10” 








" 08 11° 2°°00859° 18° 50” 





2; 3 = 429°219,52%; ; = 290 17° 33,35%; 
— s404 30,64 e — 58035 6,5". 


58. Dritte Aufgabe. 


n aund b und dem von ihnen ge- 
eines ſphäriſchen Dreiecks die 

berechnen. 

8. 46. VII folgt unmittelbar 

»sa cosb + sina sinb cosC, 








Entoidelung der Relationen zwiſchen den Seiten xc. eines fpfär. Dreicds, 63 


10 5 





164d) — 95-5008, 
098 207 
. — — wos 20° — 390197100; 
alfo nach Obigem: 
\ ern 
tg} AHB) = an cot 98019° 10% 
184 A-B) — 5 — cot 38019° 10%, 


woraus folgt: 
2(A+B) — 81° 1930,25”; 4 (A—B) — 3407°48,5% 
oder A-+-B = 162° 390,5 
—B — 681537“. 
Durch Addition und Subtrattion erhält man aus diejen Gleichungen: 


kA 230°5. 





= 115027°18,750; 
940 23° 23, 
2 
Wählen wir nun -zur Beſtimmung von c die Formel > 
sin! (A—B) 


© 
etz sins (AB) cat} (a—b), 


B= = 47°11°41,75", 


fo erhalten wir 


ce _ sin 34 748,5" oxgu 
3 sin Bio inrgn,ane LS 





und hieraus 
3 — 47038 25,2” oder c = 950 16° 50,4”, 


8. 59. Vierte Aufgabe. 

Aus einer Seite c und den beiden anliegenden 
Winkeln A und B eines ſphäriſchen Dreieds die 
übrigen Stüde deſſelben zu berechnen. 

Auflöfung. Der Winkel C fann unmittelbar aus der in 
8. 49. X gegebenen Formel 

cool = — cosA cosB + sinA sinB cose 
gefunden werben. Man erhält hieraus: 

-c08(180°—C) = cosB (cos A—sin A tgB cos e) 
oder, wenn man 

tgB cosce — tgp 
jest, 
cos (180° — C) = er B os(A+tg). 


Zweckmäßiger iſt jedoch nachſtehende Beftimmungsartz 


D 


e zuerjt au 
H(@a+b) 


t (a—b) 
und b u 


H(A+B) 


3 (A—B) 


Man finde 
O __ 008 
cos 
sin 
sin 
114° 562%; 
-B = — 





10962), 
Der 

t: 
= 66°16°48 
tia+h 
= 180° —€ 
— 20 30 
= 997123 
= 131713 
r Berehnun 





VO 


+14,51” 
65° 2'26,33° 





zwiſchen den Seiten ıc. eines fphär. Dreieds. 65 


nt man die Berechnung nad) der im Eingange 
ıthode, jo findet man: 

1044‘ 36,66” 

19055 7,31” 

30° 452,6, wie oben, 


Fünfte Aufgabe. 
ten a und b und dem Winkel' A 
iecks die übrigen Stüde dejjelben 


8. 47. VIII. findet man B aus ver 


3 sin b sin A 

ur w . 
: man c und C mittelft der Neperichen 
jat: 





B 
2) cot4(a—b), 








4(A—B 
Kar) etletd; 
n+(a—b) 
akarb) cot4(A —B), 
38+(a—b) f 
st@#+b) cot+(A-++B). 


tung ber Werthe von 'c und C von B 
tel aber nach obiger Formel zweideutig 
m Sinus zwei Winfel entjprechen, welche 
1; fo ift die vorgelegte Aufgabe im Al- 
» In manchen Fällen aber läßt fich der 
nitteln, wodurch dann die Aufgabe zu 


ſer Fälle verhilft ung der in 8. 32 bes 
ı+b 2 180%, 
\+B2 180%. 


nterjuchung der einzelnen Fälle. 
% 2. Aufl. 5 


66 Driuer Abt 


1) 3it a+ b> 180%, aljo a 
a) für A> 90%, 
BD) -A— 900, 
7 A<M, 
2) Zt a+.b= 180%, aljo 
«) für A> 9°, 
Ir A—=M, 
DA, 
3) Iſt a+ b< 180%, alſo 
a) für A> W®, 
I) A=M, 
») = A<ME 
Hiernach können aljo nur Zweibeut 
a+b 2 180° und & 
Aber jelbjt dann laſſen ſich noch u 
B mit Bejtimmtheit ermitteln. D 
a+b>180, A> 

jo muß, weil alsdann auch 
A-+B> 180° 

offenbar in beiden Fällen 


-—-Armbemrmmm 


B>t 


Ebenſo ergibt ſich, daß wenn 
a+b<180%, A< 


fein. 


aljo auch AS 
dann ſtets B< 
jein muß. 


Schließlich können wir aljo bel 

veutigfeiten in der vorgelegten Auf 

a+b> 1800, A 

oder a+b< 180%, A 

Ih 3. B. a — 30300; b- 
erbält man 


in 112040 
sin — An 2 ae 
sin! 





und hieraus B 
B — 58° 29° 18,4“ od 
Beiden Werthen von B entipredhen nach 
ſchiedene Dreiede. 





ionen ztoifchen den Seiten ıc. eines jphär. Dreieds. 67 


3,4“ erhalten wir 
MB _ gogayım 


103° 51° 23,4 
=. 


— 51°55'41,7%, 





680 18° 20° 
— en = 51039. io 


Gleichung 

„ sine 2731,“ 
sin 51055741,77 

H41’51,9" oder c — 153% 28°43,8% 





cot 310 8750%, 


sin 310850” ogmeyımu 
"Bin viozo⸗ gan eot TENT, 

7° 4652,52” oder C — 155° 33° 45,04, 
6,6“ befommen wir 


Kia 
— re = s80 is,g 
1670 4 56,6% 





= 83032728,3“, 





138°418,3% 
83732738,3% 


ge sg" 
om COt 394 18,3%, 


cot 310850%, 





28,34“ oder c — 88°28'56 


8,88“ oder C = 67° 26° 17,76, 


denen und gefundenen Elemente der beiden Dreiede 
für das eine: 

b= 1120481; e — 153° 23° 43,8“ 

B — 58° 2813,45 C = 1550 33'45,04“ 


b = 112948; c — 88° 25' 56,68“ . 
B'== 121° 36’46,6“; C = 67° 26' 17,76%, 

100) ein zweites Beifpiel anzuführen, a — 41° 10: 
69° 30°; fo folgt aus 

1B — 310.29° 50° sin 69" 30% 

in 41° 10° ’ 
350,69“ und — 134° 56° 9,34". 











5* 


68 Dritter Abfı 


Da nun a+b = 71° < 180%, A<H 
Aufgabe nur eine Auflöfung zu. Man 
Werten fir B nur der Heinere der Ford 
nahme B == 134056" 9,3% der Widerfprun 
a>b, aber 

hervorgehen würde. 
Die Auffindung von c und C geſchiel 
fpiele. Man findet e — 43° 3120,76", C 


8. 61. Sechſte 

Bon einem jphärifchen Drei 

einen anliegenden Wintel B ı 

den Winfel A; man ſoll die 
berechnen. 

Auflöjung. Nach 8. 47. VI 











. sın 
sinb = - \ 
und mittelft der Neper'ſchen Gleichr 
?— sing(A—H 
cotz ⸗ inp(Ati 
oder 
und 
C _sins@a—b 
2 sint(a+b 
C _cost(a-t 
oder is T@+t 


die Seite c und den Winkel C. 
Da hiernach die Beltimmung 
abpängt, für dieſe Seite aber zwei $ 
Heiner als 180° find; jo üt off 
wiederum im Allgemeinen eine zwei 
Eine nähere Betrachtung derſelb 
A+B>180%, A+B= 
in ganz analoger Weije, wie wir 
Aufgabe angeftellt Haben, führt um 
hier nur dann von einer wirkliche 

fann, wenn man zugleich hat: 

A+B> 180% a2 
oder A+B<180%, a< 


en zwifchen den Seiten zc. eines fphär. Dreieds. 69 


iltat mit bem für bie zweibeutigen Fälle 
fgabe gefundenen zufammen, fo erjehen 
Haupt bei ber Auflöfung der ſphäriſchen 
yeutige Fälle auftreten, wenn zugleich bie 


größer . 
Heiner .„ einer 
größer als 180%, „der nicht einge 
Heiner 
e diejenige , Seiten, 
. als 900 und derjenige der zwei Winkel, 
e 
. größere 

geibetgt, en m 
ge gt, größere 1 

. Heinere 


Fällen ift die Aufgabe eine beftimmte, 
. -Der legte Fall wird aber nie eintreten, 
zmente aus wirklichen Meſſungen hervor- 


wei numerifche Veifpiele anzuwenden, fei 
“1; A = 111030; B = 83°35°; 
eichung 
„sin 130° 2416“ sin 63° 35° 

sin i11°30° 
’25' 11,69“ und 125°34°45,31°; jedem derfelben 
Dreied. J 
54° 2511,60, fo folgt 
30570305 4(A+B) — 97° 32° 30° 
1059°33,15"5 I64 b) = 92° 2144,51” 
57°30% 
32°30% 
5933,15" 


33,1 D 57.30” 
Yard gar 019957730 





cot 370 39 33, 15 


34", C = 136°3'31,14“. 

«8 fi b— 125°34°48,31”, fo wird 

14444,8"; 1(a-+-b) = 127759.33,2" 
—*88 

:1270591 33,2% — —S eot 52° 26,8% 

082° 24°44,5" 

——— 








069773230" — 





cot 52° N0. 


ter Abfchnitt. 
nhalte der ſphäriſchen Dreiecke. 


s Inhaltes eines jphäriichen Zweieds.*) 


iecke, welche man auf einer und berjelben 
»eren Winkel einander gleich find, können 
eckung gebracht werben und find jomit 
m wir nun buch z ein ſolches Zweieck, 
ven Wintel und durch r den Radius der 
verhäft fich 

Anr® — AO : 360°, 


eichnet g den Radius eines Kreifes, « den einem 
rechenden Kreisausſchnitt deffelben, fo ift bekanntlich 
a AO (gi® 
a 7 er (8) 
s Werthes mit dem oben für z gefundenen gelangen 


ft glei einem Kreisausſchnitte, deſſen 
eich ift dem fphärifhen Wintel des 
eſſen Halbmeſſer dem Durhmefjer der 
rigen Kugel gleihtommt. 


om in deu SS. 175 und 176 des Lehrbuchs der 
ıhaft des fphärifchen Ziweieds,. als auch den des 
t, allein der Bnfammenhang, fo wie eine nähere 
ades machten es nothwendig, denfelben hier noch⸗ 
em. 





1) ABC+BCD — 


2) ABCHAC — 


CFD+FED — 

oder da nach 8. 36 FE 
3) CFD-++ABC = 
Durch Addition erhält man 
ABC-HBCD-FACF-HCF 


oder Halbe Kugelfläche-+ 


ober 2rr?+2ABC 
woraus folgt: 
Sph.AABC — (A+ 


Die Berechnung der Fi 
alſo lediglich von der Bejtin 
(A+B-+C— 180°) ab. M 
Anderes als den Ueberfhuß di 
ichen Dreiedes über 180° dı 
Dreiecks und bezeichnet ihn ge 

E=A 





#) Da nad) $. 28 A+B+ 


eninhalte der ſphäriſchen Dreiede. 73 


zur Flächenbeſtimmung des jphäriichen 
acheren Ausbrud: 





Bo — E xxi 
ABC E 

Int? ER 

Sage: 


ches Dreicd verhält ſich zur zuge- 
oberfläche wie der jphärifche Erceß 


ich are P den Bogen, welder mit dem 
Schenteln des den jphäriichen Exeeß E 
A-+B-++C— 180° bejcjrieben wird, fo 
} verhält fich befanntlich 
arcE : 27 = E : 360°, 
Führt man den fich hieraus ergebenden Werth von 
re 
, acE— 1806 E 
in XXI ein, jo ergibt fi, daß man auch fegen Tann: _ 
Sphär. AABC = r?arcE. 

Anmerkungen. 1) E3 bedarf wohl kaum der Erwähnung, daß 
ſtets in vorftehenden Formeln die Winkel, fowie der ſphäriſche Erceß mit 
den darin vorkommenden 180° auf einerlei Benennung gebracht werde. 

2) Da das Dreied ABO Heiner ift als das Zweieck ABDC, fo erhält 
man durch Einführung der betreffenden Werthe aus F. 62 und 63: 

E< 2A; ebenſo E<2B, E<2C. 
D. h. der Erceß ift Hleiner als jeder der drei Winkel des 
Dreied3 Doppelt genommen. 
Iſt das fphärifche Dreied rechtwintlig, jo hat man daher aud) 


E'< 180%, * 
Vorſtehender Sat kaun auch ans $. 35 gefolgert werden, indem man 
darnach hat: A-+B—C < 1800, 
alfo A+B-+C— 180° < 2C, 
oder E.<2C. 


8.64 Berechnung des ſphäriſchen Exceſſes. 
Wir Haben uns oben überzeugt, daß die Beſtimmung ber Fläche 
nes ſphäriſchen Dreiecks lediglich von dem ſphäriſchen Erceß 
oeſſelben abhängt. Es liegt darum die Frage nahe, welche Aus- 





= co [W—(AHB)] 

b — sin (A+B) 
= sinA cosB-+ cosA siuB, 
oder nad) $. 38. II und IV: 
sina ga | 1gb, cab 
since tge tge sine 
_ din tga + inbigb 
ui sine tge 

ein’a , sub 


coE = 


sinꝰ a cosb + sin?b cosa 
cora cosb sin?c J 
cosc 


& der fphärifchen Dreiede. 75 


= cosa cosb 

sin *b cosa 

en 

sb + (l—cos:b) cosa 
sin 3c 








_(1—cosa cosb) 
in3c 


(1—cose) 

sic . 
(1—.cose) 
t— cosc) 


von ber Einheit, jo erhält man: 
os b 

web 

3b + cosa cosb 
waceb 

— cosb) 

sc ' 


und (12): 





Ca 


3 


3 a, b und c ſtets Heiner als 180°, 


des halben Exceffes gleich dem Produkte aus 
enten der halben Katheten. 

erkung. Durch Multiplikation ergibt ſich ferner aus ben 
jen (a) und (8) die Relation 


sin® 008% sin. cos v 
in ꝰ cos a 2020 2 
sing cos en — 
co", 
ı Gleijung (6) des $. 16 der €. Tr: 
sinE — sina sinb, 
2c0s°S 


2 


Dreicde. 


au nach X) 


bigen ip 
ubrüden 


© einen 
Perpendifel h auf die gegenüberliegende Seite D, fo t 
die Seite entweder unmittelbar (Fig. 22), oder deren Ve 
(Fig. 228). Für beide Fälle feien die Abftände des Zul 
von den Edpunften A und B bezüglich x und y, ber 
Erceß des Dreiecks ACD — E,, der bes Dreieds Bi 
und ber des Dreiedd ABC — P. 


39. 22% Big. 228 





D 
Man Hat alsdann 
E, = A+ACD + ADC— 180° 


E, — B-+ BCD-+ BDC — 180%, 
aljo bezüglich 


"EB, +E — A+B+C+ 180 — 3600 
— A+B-+C— 1800, 
jomit E=EH+E,. 


78 


Nach | 
graphen h 


Es iſt 


alſo, went 


1 





Vom Flächeninhalte der fphärifchen Dreiecke. 79 
E 'cost(x+y) —+ cos#(xTy) cosh 
cos y DT 


a 
2 cos 2 cos 5 


. Um nun für x, y. und h die Seiten des Dreieds einzuführen, 
ſetze man nad) 8. 88. I 


cosx os b 008 cos a 
cosnh cosh 
cosb + cosa 
alſo cos x cos — 
* 7 cosh J 


oder nach E. Tr. 8. 17. (7) 
20084 (x-+-y) cost (x—y) = 
und jomit 


cosb + c08a 
cosh 





Ur co8sa + cosb 
cosy (xy) cosh = 2cos4(x+y)' 


jo folgt, unter Berüdfichtigung, daß für Fig. 22«. x--y=c und 
für Sig. 224. —y=c iſt, in beiden Fällen: 
cos J4 C9sa + cash 





2 cos © 
eos ꝰ — — —— 2 
2 2 cos* cos 

2 2 


20082 „tr cos a cosb 


— _— on — 


der 8* bo 
0 5 0055 5 


(1 Hose). + (1-+-cosb) 4 2cos 2 3. — 2 


E — — — — 





Acosmc de ee j 
2 085 608, 
oder nad) E. Zr. 8. 16 (12): 


24 _ —_ — 
E 2 cos 3.2 cos? 4200029 2 


cos =. mu Do 


DI Be A uns. Husfütnieen Sri. Sutechr Miet Atneth Zeh ERBE .. De A 
* ” . 


4eos® con 08 
085 C08, 0085 


cos °5 + 008° 4 cos, — 1 


— — — — — —⸗— 


2 cos — bunt 
PL 22 


& ie - 5 seen DE 
| 


tn war mune wre yeiege wine 


a+b+c=2s 


sin; sin +(e— a) sin { («— b) sin {(«—e). 


härifchen Dreiede. 8 


den oben für 2sin “ ger 


sin$ («—b) sin 48 - ec) 


32 cos° 
cos 008, 





-a)sin4(s—b)sin$ eo 


8 con? cosC 
2,03 00 


b c 
E En 
+ cos 3 1 


. ce ’ 
"08, cos 
2 


2 


a 


ws -+2c08 2 con, cos; —1 





' rechten Seite, welchen wir 
»eckmäßigere Form zu geben, 


b a b 
y— 60825 c082-, 


„2 ⸗ 
von tz 4 eos: -Vcos:ʒ cos:ꝭ 


R e a b 
) +eos®, + eos? eos:. 


ineb 
35 


ji b) a b - cos“ 
sing eobh cos, " 


wars 








0,6218520—1 

929° = 0,524099—1 
0,6721189— 

u = 0,836054—1 
* —120 1856, 
E — a480 38046,8. 








alte der ſphäriſchen Dreiede. 83 


7. Aufgabe. 

:eh eines beliebigen jphärijchen 
en und dem von ihnen einge- 
zubrüden. 

uflöfung. 

zwei Seiten, C der eingefchlofjene 


on B aus auf die Seite b ober deren 
nen ſphäriſchen Perpendifel BD — h 
Fig. 28. 





sftände ſeines Fußpunktes D von den 
& duch x und y und bie jphäriichen 
und BCD dur) E, und E,, jo hat 


6* 


Tess 





85 


za] 
’+cosa 


ıbeosC, 


ıb cos 





86 a 


2sin( 


Bo = — 


con (1-+ cos 


2sin! 


y.,b * 
20085 cos, 
sin es 


a b 
cos, cos 4 8 


Durch Bildung der reciprof 





sin 





5.8. a 52H, 1 


cr - co + 
alfo, wenn,x den Werth des 5 
log cot 27%4 

log cot 14°: 

los (c0627°42° cot 14°8 

. log sin 64°: 

log 

log cot 64°1° = 0, 


log eot ¶ — O,9317685 


* BB IT," 
E =='13°16135,2%, 





tinhalte der jphärifchen Dreiede. 87 


r Fläche folder ſphäriſchen Dreicde, 
tniſſe zu dem Radius der zugehörigen 
get ſehr klein find. 

8 ſphäriſchen Dreieds im Verhältniſſe zu 
dius, den wir der Kürze wegen — 1 
Hein, jo fann man die Berechnung der 
ines ebenen Dreied® zurüdführen. 
diefem Ende (Fig. 24) ein ſphäriſches 
enes Dreied aß, in welchen die Seiten 

Fig. 24. 






ß 


y. 


sinssin (s—a) sin(s— b)sin (s— c) 
(6): 


"ins sin («— a) sin(s—b) sin(s— c) 
€. Tr. 8. 35: 
— @-h) 6-0) 
n Werte in einander erhält man: 
ins . sin(e—a) sin(—b). (ee) Wo 
s s—a s—b s—c 
es jet AD (Fig. 25 S: folg. ©.) ein jo 
C als Mittelpunkt bejchriebenen Kreijes, 
D hinreichend genau gleich der Hälfte der 
Ben Bogens AB, aljo AD — AG jegen 
ilsdann den Bogen AD in E und ven 
n die Sehne eines Centriwinkels von 1 Minute 
‚ppelten Bogens auf 5 Decimakftellen überein, 
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Bogen DB in F und zieht bie in ber 
linien, jo hat man: 
Big. 431 
"mb weil n 
A DAG glı 
Al 
von welchen 
ſchenklig ang 
Ebenſo f 
ſchenkliges b 
—31 
jo find die glı 
und DAH ı 
Nun ijt aber AK = +AD 
alio AAEK = +AADH 
und ſomit AAED = 4A 
oder” AAED + ADEB = 
‚oder 2AAED — 
Bezeichnen wir num der Kürze wegen d 
auf ähnliche Weife hieraus gebildeten 
durch Ay, Ay, Ag... und das 4 
folgt wie vorhin: 





+A 

und analog: 2A, +A,, alſo 
22 = 4A u 

u. ſ. w. 


A+2N,+4&,+ 

= A++A+5A 

— 44 4 

1 

— —— 
d. h.: Unter der gemachten Vorau 
des von der doppelten Sehne vw. ou 
mentes gleich $ des umſchriebenen Rechteces. 

Bezeichnen wir nun einen ſolchen Heinen Bogen AD von 

der oben angeführten Eigenſchaft durch x, jo ift ber Inhalt des 
Seltors 





Alſo iſt 


ACD = AGD + .AAGC, 


lacheninhalte der phärifchen Dreiede. 89 


sinx(1—cosx) + }sinx cosx 


sinx — {sinx cosx, 











3x _ 3x 
Zoos — IFU a’ 
16 (11) \ 

3x, 
+ 2ein’; 


n nun, daß x fehr Hein, femit 5 noch viel 
e, 
tan annehmen, u sin?) von k) nur um 


)und darum = ft sin®Z in vorftehende 
2 


Diejelbe Ih dann über in 
a 6 


Fe" 


x — 


3+% 


x + x 
[ltr 
ı Quotienten nur Die zwei erften Glieder bei 
egung zufolge, daß x fehr Hein ſei, geſchehen 
in Reſultat zu erzielen, das von dem wahren 
eicht — fo erhält man als fehr angenäherten 


2 
sin x —⸗ 1% x, 
sinx x⸗ 
—-1-7 R 


n Werth von =: in obige Gleichung (1) 


ſich Teiht, daß ſchon sin 30° mit Bog. zu 30° für 
‚ellen übereinftimmt, indem sin 30° — 0,008726586, 
6646 iſt. Die Quadrate beider Werthe ftimmen fomit 
ecimalftellen mit einander überein, 


90 


ein, indem man der Rei 
ſetzt, jo folgt: 


ll V/ 


Segen wir nun 


alfo sinA = ı 
jo wird sinA = 
sine 


ober, da offenbar d aufe: 
ohne einen merklichen Fı 
sin 30° — Bog. 30' gejt 
sinA _ 
sine @ 
folglich 
. a 
(\ El-Rutsote- 
Muftiplicirt man [ 
dem Wurzelzeihen aus und lapt, Da nad) der Xsorausjegung 
a, b, c, aljo au s, (s—a), (s—b), (s—c) ſehr Heine Werthe 
find, die Probufte derjelben unter einander ganz außer Acht, jo 
ergibt ſich: EEE DE 
(ı v te ats) Vı-nsHes HH ey 
= ————— 


— 
-/I-4@ ++), 
oder wenn man bie zwei eriten lieder der Quadratwurzel beſtimmt: 
1- = (+ dcota) = I — (ar+b2ter) 
ober, wenn man auf ber linken Seite den verſchwindend Heinen 
Werth re d cot« vernachläffigt, 


te 





+dcota — 1— ,4(@+b?+0}) 


Lea 
Hieraus folgt: 6 cote = Erz 
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6) Gegeben: A— 136°18 
zu fuchen: a, b und c. 
Auflöfung: a — 143° 
c = 120° 23' 31,62“. 
7 Gegeben: a — 7002 
5004/30"; zu juden: A, Bu 
Auflöfung: A— 35° 
C = 287'24,46". 
8) Gegeben: A — 40°5- 
30°16‘50”; zu fuchen: a, bı 
Auflöfung: a = 7303 
ce = 47035" 53,83%. 
9) Gegeben: a — 114 
124024'6"; zu fuchen: c, A 
Aufldjung ce — 91° 
B = 147°46' 31,64". 
- 10) Gegeben: c = 130°2; 
zu ſuchen: a,b und C. 
Auflöfung: a = 50° 
C = 120049‘ 31,42". 
11) Gegeben: a — 73048: 
zu juchen: c, B und C. 
Auflöfung: ce = 49°1 
C = 31929 15,32". ö 
12) Gegeben: a — 113° 
148°40°; zu juchen: b, c und 
Auflöjun: b= 14 
C = 124°8'54,06". 
13) Gegeben: a — 5306'5,21"; b= 22° 19; e— 60° 10:14"; 
zu ſuchen: A, B und C. , 
Auflöfung: A — 6148144; B— 250 26' 44,8%; 
= 101° 46,6“, 
- 14) Gegeben: A — 780 43 45,12"; B — 380 9! 26,13% 
C — 72°31'21,45"; zu fügen: a, b und e. 
Auflöjung: a — 425044984; b — BU; eo = 
41928°9,7%, 
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16“; b= 10826; C = 
dB. 

2,5"; A = 45% 22 17,12%; 
39"; b= 14021; A— 
c. 

08", B = 153%30'54,53"; 
‚9; B = 178°41'19,98"; 


e und A. 
; 0 = 9103667, A 


55,10; A — 49054137,74"; 


b, e um C. 
= 58535160, C— 


eieck find die dret Seiten a, 
ige des auf b von der gegen: 
jenen jphärifchen Perpenpifels, 
(che die Seite b durch dieſen 
eſen Perpendifel, jo ift nad) 


> sin A. 


ea) sin («—b) sin (s—c), 


(s—a) sin («— b) sin (— 














% Fänfter U 


Bezeichnen wir nun den an A 
durch x, jo ift der andere == b— 


cosx = 


cos(b—x) = 


Anmerkung. Da der Perp 
gehörigen Grundlinie geht, fo triff 
die Winkel A und C entweder zuglı 
90° find. Iſt 4 oder C — 90°, 
janmen. Wird 4 — C — Wa 
die Lage des Perpenditels unbeftim 
20) Der Wintel B eines jphä 

Abſchnitte d und f, in welde ein 
Perpendifel. die Seite b theilt, fint 
Stüde des Dreiecks berechnen. 
Big. 26. Au 
D und 
B durd 
und bi 
ud f; 
den jpl 
haben ı 
sinp 


tl 
alfo Fi 





ober tgd:tgf = 
oder tgd + tgf:tgd — tgf — 
oder nah E. Tr. 8. 17 (1): 
- sinkd+f):sind—f)= 
ober - sinb : sindd— f) — 
woraus folgt: 
sin(D—F) = 
Hat man hieraus (D--P) — 
den Beziehungen 
D+F=B mi 
leicht die Wintel D und F. 


} 
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man alsdann: 

sin d inf, 

aD MP 

weD no — FE, 
d’ cosf 


: eines ſphäriſchen Dreieds find a, b, ec; 
und b’ von C befinden ſich bezüglich auf 
Man foll den dieſe Punkte verbindenden 


hnen wir den Bogen durch x, jo haben 


cosa cab _ cosx — cosa! coab' 


nd sina’einb 
(cosc— cosa cosb) + cosa’ cosb'. 


r zwei Seiten a und c eine ſphäriſchen 
tte Seite b und’ der Winkel B find ge- 
ite a berechnen. 
jnet man die unbefannte Seite a durch x, jo 
% 8. 56. XVI 
_ sine sin(«—b) 
sinasine 
sin} (o+b) in} (@—b) 


sinx sin (0 —x) 











D 


_ sin+ (o+b) sin4 (c—b) 


32 
5 


sinx sin 0 cos x — 8iNX 080 sin x 
+sin 2x sino — sin®x coso 
. . 1— cos2x 

= fjsin?xsino — — a9 cosc 


= 4c08(2x — 0) — +coso, 


Spig, Ephäriige Trigonometrie. 2. Aufl. 7 


2a 


ut 


98 Fünfter Abf 


auch 
4008 (2x - 0) — fcoso = a 


Hieraus erhält man aber 
cos (2x— 0) = 2ein (c+t 
co8 


ober, wenn man behufs bequemerer 
2sin$(o+b) sin$ (o- 


conB 


2 
ſetzt, 
cos (2x - c) = aino 

sing ı 
cos 
008 (k 
oo 
woraus num x leicht zu finden iſt. 

23) Man kennt die Seite a, ' 
und c, die Differenz, D ver Wink 
Dreieds und joll hieraus bie fehlende 

Auflöjung Nach den Neper’i 
hat man: 


ai 
tg4 (be) = a 
und wit) - SH 


Aus der erſten diefer Gleichung: 
Werth von (B-+C) und mittelft di 
von (b-+c) ermitteln. Kennt man 
und b+e, jo find bie Elemente B, 

24) Von einem ſphäriſchen Dre 
— 28, die zur Seite a gehörige f} 
Winfel B; man foll die drei Seiten 

Auflöjung Da 

c=23— (ti 
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II. und 8. 46. VII: 


a⸗-by] 4 sin a sin{%2s—(a+-b)]cosB (2) 
in nun 

a b — 4. 

man nun bei (2) auf der rechten Seite: 
ı sin[2s— (a-+b)], 


= sina sin|[2s—(a-+b)] (cosB + 1), 
(12) und 8. 17 (8): 


FRE: :B 
) = 2sina sin (2s—«) cos 3 


) sin (23s— «) cos ’B ' 


sins 
itzung den befannten Ausdruck 
5 


B 
- ) cos 2 
— — ig 4 


sine 
(-b) 
Fr 1 

iten biefer Gleichung zu 1, fubtrahirt fie 
xt die erhaltenen Nefultate, fo folgt: 
)_1i+tg# 
J tg(45° 4 ), 

) = tg(45°+ P)tgtle— 8), 
b=za—a 

) = tg(45°+ B) tg4(e— 9). 

a und dann b — x — auf. m. 
tel BAB, CAC (Big. 27 ſ. folg. ©.) 
C eines Winkels BAC — « gegen die 
Horizontalebene feien 4 und z; man foll 
ducirten Winkel B’AC’ — a’ bejtimmen. 
man fi in A vine Verticale AD und 
ne Kugelfläche bejchrieben, welche von den 


7* 
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Strahlen AB, AC, AD in den Punl 
Sig. 27. . werde, fo füı 
BCD Die ( 


bezüglich gl 
90 
und aus de 
der Winkel 
Diejer ift 
wintel BA 
daher nad 
caad—=caD— ne 
oder nach den Gleichungen XVI un 
man bafelbft 
a= a,b 900-4, 





alſo 
s= 1080 4 - ) = 9 
L. 
sb = αVν'α— 
0 = MW a+B+)—( 
sinb = cosf, since = cosy, sin 
sin (s - a) = coB}(ı 























fett, 





Anmerkung. Liegt einer der S 
Wintel3 unterhalb der Horizontalebene, 
dringen, 


26) Bon einem fphärifchen Dreied 
und die beiden Winfel A und B; man 
Auflöfung Nah 8. 63. XXI 


A 
IE AH 
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"I-(&+B- 1800, 


iriſchen Dreied find die zwei Seiten a 
gegeben; man foll hieraus den Winkel C 





nr? _ 
fo hat man nach $. 67: 


ots etz 

sinC 
a b.E 
5 tz sing, 


=ctC+ 
sinn co8 C + cot 
cot 5 coth sin 5 ' 
beftimmen ift. 
fällt die rechte Seite der vorſtehenden 
18. Wenn aber sin [e _ ;) poſitiv ift, 


alfo auch dem Winkel C im Allgemeinen 


r jeben ber beiden Werthe der Winkel 
sorgelegte Aufgabe zwei Auflöfungen zu. 
riſchen Dreiede Big. 27a. 

san die Seite a, 

Bintel A und Y 

daſſelbe durch / 

en fphärifden ./ 

zroß wird AD? 1} 

ichnet E den | 

häriſchen Drei⸗ 

ich 8.63. XX1 * 


E, 
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B — Winkel MBA = , 
C= „ MA=% 
C= „ MOB=a, 


A=y+ß 
B=e+ty 
C=a+ß, 
"7= t(AHB+O), 


+B+C=2S 
++, =S 

= S—(+) = S-A. 
hiernach über in 





3(S—B) cos(S—C)’ 





c08(S— 6)’ 

ind Nenner des Rabicanden mit — cos ð 

zung hier und in der Folge den Ausprud 

A) cos($S —B) cos(S—C) = € 
co8S 


Halbmeſſer R des um ein jphärifches 
es aus den brei Seiten a, b und c bes 


von € deutet an, daß es zwei umfchriebene 
des zweiten ift der @egenpunft von M. 


sin 


104 
Erfte Aı 


% ind. 
2 ein = 


folglich ohne 


Berner ift m 


sin 3 0082 
IN cos 
2 2 


oder 


folslich 
Auf glei⸗ 


sin cos — — * . 
22 8 sinb since 


oder na — 328 ..... 
sinb sinc 
und hieraus 
S — 4sinb sine sin A.... 
Aus (3) und (5) folgt nun duch Divifion: 
_ sinB sinC sina 
3” sinb sinc bin 
oder weil nach $. 47. VIII . 
sinB sina = sinb sinA, 








€ _snC 
auch Tine 
Hiernad) erhält man: B 
sin sinB sin A 
--—-3- -—-I--—$ 
sin c sin b sin a 


®) Daffelbe it fo zu Sefimmen, daß + «088 cos 5 Yoftio wird, alfo 


+ 0088 daffelbe Zeichen wie 008 5 erhält. 
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num die Werte von & aus (6) in die Glei— 
hergehenden Aufgabe, jo erhalten wir: 
sine cosS sinb cosS sina 
"nC $ 'snB 3 'sinä 
hließlich für cos S ven betreffenden Werth aus 
« 


» berüdfichtigen, daß 2 sin 3— co ftatt sin « 
f: 








2ein iind sin 5 

ui ya 
ng. Das doppelte Zeichen der in € und 8 enthaltenen 
macht und wieder auf den zweiten fphärifchen Radius 
r einem ſphäriſchen Dreied entfpricht, welches das ur= 
Kugeloberfläche ergänzt und deſſen Mittelpunkt zu dem 
jenpunft ift. 
djung. Vorſtehendes Nejultat findet man auch 
e Weije: 
m (Fig. 28) die Winfel BMC, AMC, AMB 
ur) 2a‘, 28, 27‘, jo iſt 

2«'+-28'42y' = 360°, 

«+ß'+r' = 180% 
un ein ebenes Dreieck conftruirt, das bie Winkel 
nd in welchem die biefen Winkeln gegenüber 
beziehungsweije sina’, sin #', siny’ find, fo hat 


sin? 8‘ + sin?y' — 2sin' äiny’ cosa’, 
.& — zge 
sin nz sin- 
in 4 2 
— 5 8 —*9 
sin R’ sin R 


sin? ® + sin? r — 2sin ging cose!, 





ur Abkürzung 


. b .c 
= a; in, = b'; sinn = ed, 
bee ai 


cose! = 


at 
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ge 
mE" 


be — “) a2 


alſo 1--sina’ = 1 


ge) "nr 
. 4al2b/2 02 
iR = are 
4b — (bc 
— 
4a2t 

2 = 
tg’ R Ra 


Nun ift aber dev Nenner diefes Brı 


= 4sin? b sin2S 00822 — (in J 


co®R = 


2 22 2 
= + (1’— cosb) (1 — cose) (14 
1—cose—1 + cosa)*? 
= + (1— cos?a — cos?b— cos?c- 
= 4 |(1 — cos?b) (1 — cos?e) - 
2cosa cosb cosc] 
— + [sin?b sin?c— (cosa—cosb « 
+ [cos(b — c)—-cosa} [cosa 
— sins sin(s—a) sin(s—b) sin (s- 
folglich 








2bi2c8 
tg’R- —— £ 








und gR= 


Kugelfläd 
Kreiſes 3 
gebenen d 
berührt. 
Aufl 
bes ſphär 
Hauptbog 
8. 23a einander in dem Miftelpu: 
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die Bogen MN, MP, MQ 
AB, BC, AG, jo ift nad) 


de MAN 
tgMAN 
A 
BE or a 
alteloh 
bu oa 
alſo al bie = 4(atb+o) = 5 


a — AN — s-- (bc) = s—a 


und bie Gleichung (1) geht hierdurch über in: 


tgr = sin (s—a) 12 
Nach 8. 56. XVI ift aber 


ey‘ 


folglich wird 
sin ( -a) sin (s— b) sin (s—c) 
ter — V sins ' 










oder wenn man Zähler und Nenner der Größe unter dem Wurzel- " 


zeichen mit sins multiplicirt, 
Er ns 


4) Den fphärifchen Halbmeffer des einem ſphäriſchen Dreieck 
eingefchrießenen Kreiſes aus den brei Winkeln A, B, C des 
Dreied8 zu berechnen. 

Auflöſung. Nach 8. 56. XVI erhalten wir 











A B ins sin(—a) sins sin («—b) 
cos Z- 008 5 . m + 
2 2- sina sine 
Sy sin(@—h) 






sina sinb 





Eden durch Hauptbogen, jo wird die Kugeloberfläde in vier con- 
gruente gleichjeitige ſphäriſche Dreiede zerlegt. Der Winkel eines 
folchen beträgt hiernach 120°, und wenn a bie Seite deſſelben be- 
zeichnet, jo wird bie in Frage ftehende Kante 

k— 2R sin ®. 


2 
Nun ift aber nach 8. 38 
cosa —= cot120° cot 60° = — cot 60° cot 60°, 
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er. Verbindet man wieder bie Eden 
) bie Rugeloberfläche in ſechs ſphäriſche 
Winkel eines folchen beträgt 120°, und 
bezeichnet, fo ift die Kante 

28 sin5- B 
Yagonalen eines jphäriichen Quabrates 
der Hierdurch entftandenen vier vecht- 


cot 60° cot60° = +, 





= 2RY}. 

er. Berbindet man hier die Eden durch 
acht ſphäriſche Dreiede, deren Wintel 
‘, ba die Seite a ebenfalls — 90° ift, 


= 2R sin45° — Rf2. 


weder. Wenn man wieder die meht- 
gen zieht, fo entftehen zwölf congruente 
(chen jeder Winkel 120° beträgt. Zer- 
aus dem Mittelpunkte in fünf gleich- 
fe, jo find die Winkel eines folchen 
man von dem Scheitel des Winkels 72° 
el auf die gegenüberliegende Seite, jo 


= sin 60° 005 


110 Finfter A 
ober da 


c0836° — 2c08?18°— 1 





und  sin60° < 4y 3 
ift, auch: 





a 1+Y5 
gr 
„a 6r2Y5_ 
won 
fomit 
sin; —1 — 00825 = 
folglich 


k- 2Rsin2— 


2 


5. Für das Jkoſasder. 
Ecken verbinden, theilen die Kug 
Dreiede, deren Wintel 72° betrage: 
legung eines ſolchen in zwei rechtw 


cosa — cot72° cot 
_ eis 
= Freier 
I-tgri 
oder da nah E. Tr. 8.7 (7) _ 
tg18° = 1/5 5 —: 








cos a — 


ſomit 
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ne 3 _ RYIG=P5. 75). 


Entwidelungsarten ber vorſtehenden Reſultate 
ud) der Stereometrie, 4. Aufl. 8. 149—153. 


piped ADGCB (Fig. 30) kennt man 
Kan- Big 30 





4 7 
. AD sina = k,k, sin a 
ıBAF = k, sinBAF, 


sk, sina sin BAF. 

Neigungswinkel der Kante AB gegen 
wir ung daher ein ſphäriſches Dreied, 
beftimmt find, jo ift Har, daß das 
ı biefem Dreied durch den nach ber 
‚liegenden Edpunfte des Dreieds ge- 
kel bedingt wird. Unter Berückſich⸗ 
x Aufgabe 19 des 8. 69 gefundenen 


= 2kıksk, 8. 


fe zufammenftoßenden Kanten k,, ka, 
eten Winkeln a, b, c eines breijeitigen 
T zu finden. 

srhergehenber Aufgabe erhalten wir 


= kıkzkz &. 


nes Tetraders MNPQ (Fig. 31 f.©.) 
k, MN=k,MP=k, und den 
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von ihnen gebildeten Winfeln NMP = a, PM 
zu berechnen. 


Fig. 31." Erfte Au 
N Tetraẽder de: 
breijeitigen Pı 


ihm einexlei C 
bat, fo folgt : 
hergehender I 
K= 
Zweite 
andere bivelt 
Ausprudes if 
Bezeichner 
durch 9, fo i 
cosa — cosb cos 
sin b since 





cosp = VI- ng = - 
alſo 


sin 9 <a Van sin?e — (cos: 








— Pan — — eosra + 2cos 
sinb sinc 


ober weil sin?b — 1—cos?b, sine = 


sing = a ob — e⸗ 
Fällt man nun NL 1 MPQ und verbin 

in der rechtwinkligen breifantigen Ecke M(NI 
sinNML = since sing 





fomit wird 

"NL = MN sin NML — k, ei 
folglich, da AMPQ — Kae sinb 
it, Kg. inb.k, sin 


— + kıkak, sinb since sin 
oder wenn wir für sin p ben oben gefunber 
Kt kıkyk, V T-costa-cosib—cosic+-2cı 
oder nach E. Tr. $. 22. Aufg. 5 

K- $ kıkaks 8. 
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ſechs Kanten ku, ka, ku, ky, ki, ki, eines 
ı bie brei legten bezüglich den drei erften gegen- 
ibifinhalt K vefjelben zu berechnen. 

Hierzu dient und ber joeben in der zweiten Auf- 
jehenden Aufgabe gefundene Ausdruck («), indem 
der E. Tr. 8. 31 fich ergebenden Werthe 





uchen, um zu erhalten: 
Eh 
2 8 KK + (ke! 
CK) kt) 


— FREE ET 
ER Ak 4 24h, kt 2 22) 
— 22 34-24 24 3 2 kt) 
kg kl, — k, 2ky 2,2 — k, 26, 2, 
1 ki ki, 2, 
gen. 1) Seetmank,=k=k,—k,=k x, 
ie das reguläre Tetrasder: 

X— 2 (wergl. St. $. 149). 
n K. — i — F. — R und k — k, — k — x; fo 
ade dreiſeitige Pyramide mit regulärer Baſis 

a 
K= K VvkeZe. 


inhalt K des Tetraeverd MNPQ (Fig. 31) aus 
M liegenden Kanten MQ — kr, MN — k,, 
yen der Reihe nach an dieſen liegenden Keilen 
hnen. 
Nach der Aufgabe 4 iſt 

K — kaichk, 8........... (1). 
8. 70 Aufg. 2, Gl. (8) 
BsinCsna=+4sinA sinB sine 
A sin sin b, 
rigonometrie. 2. Aufl. 8 
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aljo € = } sin?A sinB sinC s 
und jomit nad) $. 70 Aufg. 2, ©. (5) 
24: 


— sinA sinB sind 
ift, jo geht die Gleichung (1) über in: 
K— 2kıkak, 4 

3sinÄA sinB sin 
8) Den Kubikinhalt K eines Tetraëden 
durd) die drei Seitenflähen MNP — F,, 
— F,, und die von.ißnen gebildeten Ke 
P(MN)Q = B, N(MP)Q — C auszubei 
Auflöjung. Bezeichnen wir wieder r 
MQ, MN, MP ver Reihe nach durch k,, 
gegemüberliegenden Seiten der Ede bezüglich 
nad E. Tr. 8. 34: 





k,k, sina — 2F, 
k, k, sinb = 2F, 
kık,sinc=2F, . 
woraus durch Multiplication fich ergibt: 
kı?k;°k,? sina sinb since = 
Quadrirt man nun die Gleihung (1) 
Reſultat in vorftehende Gleichung, jo folgt: 
2F,Fy, sinc 


Kr F, sina sinb 
Nach 8. 70 Aufg. 2 ift aber 
sina = „28 _ 
b analog sinB sin C 
und anal 
sinb = 24 sine = 
sinA sin OÖ’ 


Kg int, 


woraus folgt: 


und analog 





trie auf die Anflöfung verſchied. Aufgaben. 115 
gt man aus diefen drei Nelationen zu : 


EEE 
Ft OS er Cu 


we /FERBE...... @). 





_Kıkake ga 

nAsinBsinC ’ 

t Berüdfihtigung der Gleichung (3): 
VERF, €. 

ten k,, Ka, ka, Ku, k', k“ eines 
legten ven drei erſten beziehungsweiſe 
a8 R der um bafjelbe bejchriebenen 





Fig. 32) MQ, MN, MP ver Reihe nach 
NQ bezüglich k',, k', k'. Errichtet 
Big. 32. 
N 





ı E und G ver um die Seitenflähen 

zen Kreife Perpendikel auf diejelben, je 

einander in dem Mittelpunfte H der 

enen Kugel, und die Durchſchnitte PK, 

man durch GH und EH legt, jtehen 
8* 


116 liufter Abſc 
jenfvecht auf der Kante MQ in ve 
haben daher 

MH? = R? = HK?-+-M 


Bezeichnen wir den Keil N(MQ) 
Er*) _ ER®+-GI 








(= — 
HK EA 
oder, weil 
ke — EMRK: 
DR 2 4 sin®M. 
_ h’jl— 
4 sit 
kı?, cos 
4 sin’ 
k,? 
und ebenjo GK? — i ec 
ift, auch 
nx ⸗ Kt cot®MPQ + k,’cot!MNG - 
. sin 
Subftituiren wir diefen Werth in 
in? 
tipfieiren dann beiderſeits mit er 
1 


in® 
A nr _ or MPQ 

1 
— 2c0tMPQ cot MNG 
oder, wenn wir 1 — cos? A fir 
cot?MPQ cot? MNQ addiren und n 





Big. 823. *) Dem 
einen Kreis 


GE = 
jolglich 


*Da 
bejchriebener 





nf die Auflöfung verſchied. Aufgaben. 117 


co? MNQ+eotMPQ eot-MNQ 


‚otMPQ cotMNQ cosA + cos?A) 
D  (eotMPQ cotMNQ+-cosA)? 


ot MPQ cotMNQ + cos A)*; 


2 = 1 (eos MP(} cos UNQ 


inMNQcosA)? ....... (2). 
— cosb cuse 
nbsane tt 8. 


die ihnen im vorhergehenden Auf- 
die Ede M zufommt, und nad) 


k, _ sin MNQ 


KK, sine ’ 
4PQ _ sinMNQ 
b Sind ’ 
. . 
“ine . 


Seite der Gleihung (2) die be— 
(4) ein, jo erhält man nach ein» 


= 1— [eos MPQ cos MNQ 


⸗ 
-, (cosa -cos beos | 
sky 


N kı 

k. 
SE a Ne 
IQ-+k,?(cosa— cosb cosc)]? 


120 Fünfter Abſchnitt. 





die dieſen Seiten gegenüberliegenden Seiten der vierten Seiten— 
fläche F, durch a, b, c, ſo hat man: 
16F,?= (a b ) (Ja--—c6) (a - b4c) (a-ù b - © 
— 24262 +2? +2 ir — a — - c*. 
Wenn man nun hierin 
a? — A?-+y?—2Py cosa, 
Dr = a +y?—20y cosb, 
— a? +? —2u0ß cosc 
ſetzt, ausmultplen und gehörig reducirt, ſo gelangt ı man zu der 
Gleichung: 
16F,? = 4 (#?y* sin?a + a?y? sin?b + a? sin?c) — 
8 aßy (acosa + Acosb +7cosc) +8 afy 
(y cosa cosb + 4 cosa cosce + @ cosb cosc) 
= 16(F,?+F,?-HF, 2) + 8aßy(— acosa— Pcosb — 
y cos c 4- «cosb cosc + Acosa c08C-+- cos a cos b). 
Nun iſt aber nad 8. 46. VII: 
co8a = cosb cosc + sinb sinc cos A, 
cosb = cosa cosc + sina sinc cosB, 
cosC = cosa cosb + sina sinb cosO, 
alſo | . 
16F,?2 = 16 (FR ?-+F,?2-+-F,°) — 8a fy (a sinb sine cos A 
+ # sina since cosB + ;sina sinb cos) 
— 16(F,?2+F,°4-F,2)— 16.2 cos aan. Amt 
— 16. 2008 Berne sina „ap sine | Ä 
16.2000 .Präne a sb | 
oder | 
F?=F,’+F,°:+F,? — 2F,F, cosA — 2F,F, cosB 
— 2F,F, cosC, 
d. 6. das Quadrat der vierten Seitenfläche tft gleich der 
Summe der. Quadrate der drei anderen weniger der | 





Summe der doppelten Produkte aus je zwei derfelben 

und dem Cosinus der von ihnen gebildeten Wintel. 
Zweite Auflöſung. Die Projection einer Figur auf irgend 

eine Ebene ift befanntlich gleich dem Produkte aus jener in den 


fun 


122 . Fünfter Ab‘ 


Auflöfung. Bezeichnen m un 
zwei Arten von untereinander co 
Anzahl der mede, N die der ne 
Eden, m die Anzahl der am ein 
v bie der neckswinkel, jo ift 

Mm = uE 
Nn=»E 
indem ſich bie am Winkel der n 
theilen. 

Führt man num in die befanntı 

EAF K 
—N * M 
fr! =M-+N, frK = -- 


E+N+N—M 


ober 

Em.n+Mm.n +Nu.n= 

oder, wenn man obige Gleichungen 
Emn+paEn+vEm=ır 


Segt man hierin zur Abkürzung: 
2mn —n(m— 2) u— 


jo erhält man: 
Eo# 
und aus (1) und (2): 
“HE, 
m 
»E 
N-". 


wo E, M und N ganze Zahlen fe 
Durch Einführung aller mögl 
u und v, welde der Bedingung 
E, M und N ganze Zahlen liefern, 
ſchiedene Auflöfungen: J 


128 


mit 


ua⸗ 


Ent- 
dem 


tes 


!tes 


iges 


tes 


iges 


‚den 
und 


‚den 
and 


ttes 


iges 


124 Fin 


Um nun irgend einen de 


. 28 
Körper zu berechnen, jei 2 ß 
"eds, dann ift 

nat 


Zerlegt man das ſphäriſche 
congruente gleichfchenflige Di 
winklige, fo find die zwei | 


Bezeichnet ferner x die 5 
Volygone, jo ift bie dem V 


2 und man erhält nad) $. 


und im nede: 
80° 
108 —— 
n 
Zur Beftimmung von « und , 
na 


sina 
snß 
Mittelft © und # ift alsdan 


für die Kante k bes Polyed 
Kreife vom Radius r entjpri 


k= 


Aus der Kante ergeben fich j 
Kubilinhalt. Wir wollen na 


Körper in Kürze durchführen 


ufföfung verſchied. Aufgaben. 125 


rpers 1. 
80%, 
x 
0085, 
88 
2 
x 
— 
vos 
2 
t zwei legten: 
FR. 
:  2cosa 


ı _1ı_1 
Tu ie 1 
4 4; sin d—=2sin« cosa 


364; 9 = 410 2434,63, 


; 


nn -arh 





3), 


s 
ri) 
vB 


nometrie auf bie Auflöfung verichied. Aufgaben. 127 


hnung des Körpers 2. 
: drei Gleichungen: 
= 180%, 

x 

2 

x 

2 

den zwei legten: 


15° — sin« cos 


i0° — sin cos 


Hung folgt: 

sind = sind, 
ine vie— 
3—4sinde) v2 
zB; @ = 49012:37,92%; 


= WE, 8 — 32029:6,290, 





tr, 3 — 20056' 27,62"; 


ay3 
7 








nung des Körpers 3. 
Gleichungen: 
8 = 180°, 
"= sine 008}, 


si x 
) sind cos; 


i 
F 





128 Fi 


und durch Divifion aus bei 
sin« 
sin? 
Da aber nad) der erften 
sin d 
fo folgt: 


alfo \ 
con = Y%y, sine 


Berehnu 
Man hat Hier die Gfleit 
20 +ß 


c08 224° 


cos 60° 


Durch Divifion ergibt ſ 
c08224° _ sina 


c0860°  sinß 


csa=} 
«= 74%1 
co, — con? 
2 sin 
. x i 
sing — - 


ttrie auf die Kufldfungverfohied. Aufgaben. 129 


x 7— 42 
zo 7 
6+eY2 +3) 


—6+ 1872 + 173 76) 
a4 
ur 


71+8r2 
7 


ng des Körpers 5. 














Fan 
DE 
[3 
y' 
a2« = 2cosa, 
in 
35 5 
75 sin « ⸗ — +r ’ 
374, 8 — 80°28' 49,16”, 
170 + 3075 
244 ' 
075 _ VZEY5 
4 122 ' 
B 
—-By5 
122 ' 
ad), 


v5) (arr5-+99) ——— 


2. Mur. 9 


130 


Man erhält: 
“+h- 
«os450 = 
c0860° — 
cos 60°. 
c0845° 


tg = 


= sinß 


ai 
Berehnung des Körpers 6. 


90°, 


sine 0085, 


sin cs}, 


188, 


sine 
fi rt, = rt, 


54044/8,2",; 8 — 35015'51,81”, 
cos 60° 











Dan erhält: 
“+ß= 90, 


nz Yhän 43 
2r sin, =r, 

2k’(Y8 +3), 

2° (Y3 +3), 

Sk! 5rs 

Fr = 3 N 


Berechnung des Körpers 7, 


c0836° — sin« 0085, 


cos 60° 
cos 60° 
co 36° 


1gB — 





aometrie auf die Auflöfung verſchied. Aufgaben. 131 


3-5 _,N5—1 


= 2r]/ —— =r-.— 


8 2 
-3,56 +2) 
3 — 5) + 3/0657], 


up) = E ay5-5. 


hnung des Körpers 8. 


eias⸗ = 4cos?8 —1, 


sinß 
F2cos „180° V;- 2cos ‚180° u 


— ; nf ⸗ 2 J 








o 


ar inꝰ 


J 
—— 3— _ 2008 —— 


| 1 180° 


F r3) -7-.o 
"+30, 


30 
m + cot 30° 


9* 


132 Fünfte 


Berechnung 
Hier erhält man: 
«+ 48 = 180%, 


c0s45° — sina eos; 
c03 60° — sin ⸗ cos} 


2 
r- Me_ 


Y2 = 4cosß (2: 

Y2 = 8co08ß — 

Set man 2coof — Erel i 
2 = rs 
37.32 

oder y* — 36y — 108 und 


oder y = 7,148928 
und aus der Gleichung 
— \.: 
cf = eyr' 
BR — 32035'38, 
Somit ift 


8 
2 
2 
& 
3 
Pr 


co, — 
A 


sine = 





> 


k- Ar sin, — 


O und K laſſen ſich nun Teich 


strie auf die Auflöfung verſchied. Aufgaben. 133 


ng des Körpers 10, 
leichungen: 

x 
85, 

x 
eos . 
28 eos 24 
Dry 
(200sß) = 


= 4cosß (2008? — 1). 
i+p5 
3, 


fo folgt zur Beftimmung von y bie 


87 + 43,686918 
fe Wurzel: 
— 5,14668, 


= 30055'54,37°, 
x 
2 
a — 560 1624,320, 


— 1302440,28”, 


= r.0,4638756 u. f. w. 


ig des Körpers 11. 


= Ya — 650541847" 
B— 48011'22,83", 


134 


cos 30° 


x 
2 sin 
— 18026°5, 


x 
= 2rsinz: 


3 
0 = (14 


Ko sy 


Berechn 
20 + — 180°, 


c0830° = sin« cos 


608800 " sna . 
+5 
cosa= ya 
a = 62°9 16, 
x cos 300 
oeos ⸗ — 
2 sin« 


in! V"; 
2 21 
k- 2r sin J 
O — 15k2 (fi 

2 — 9 
109° 

fe 

K- 7 (125- 


28-1 
— © 709 





etvie auf Die Auflöſung verfchied, Aufgaben. 185 


ile der oben entwickelten 12 Körper 


ıgen, bei welchen jede Ede nur von 
können bier übergangen werben, ba 
uf binausfommt, aus ben drei Seiten 
die drei Winfel zu beftimmen. Wir 
uf die Berechnung der Keile für die 
> 3, alfo der Körper 2, 6, 7, 8, 


Ede 
190° 
Be 
Ede 
iered 
B, 
biren 
duch 
ED, 
BA, 
alſo 
D. 
iered laͤßt ſich daher ein Kreis bes 





und EDC in zwei vechtwinffige ſphä⸗ 
ın in benjelben: 
in 450 





y und t Hat man daher bie zwei 


180%, 
sind5° cos45° 
sin 80°  cos600' 





Anwendung der ſphär. Trigonometrie auf die Auflöſung verſchied. Aufgaben. 137 


daher JA—= IJB= JC- D-18815 5181“ 
. = 0 +27 = 0 +8, 
EA=EB= EC= ED = 60°, 


Bei Körper 7 wird jede Fin. 36. 
Ede gebildet von zwei Winkeln 108° 
von 60° und zwei von 2 | | 
= 108°. Betrachten wir das — 
ber. Ecke entſprechende ſphäriſche al — 


Viereck ABCD (Fig. 36), fo 
find alle Winkel deffelben gleich 
und AB= CD = '108°, D . 
AD = BC = 60°, 108° 
Zieht man die Diagonalen, jo ergibt fich wieder Yeicht: 
| FA=EB-EC=-ED=[r 
4y + At = 360°, 





alſo ytt=M, 
siny = sin 54 
sinr ’ 
int sin 30° 
| sinr ' 
siny sin 540 cos36° 
ſomit ine” ind 056 


Hierans ſchließt man wieder: 
y=a— 58165707; = 8 = 310432,91%. 


Ferner. cosy = sinEAB cos 540, 
cost = sinEAD cos 300, 
sinEAB — 3%, sinEAD = 2, 
EAB = 63°26'5,8" — 28, 
EAD 7901115,67, 
A=B-C-D -— 14203721474. 


Dei Körper 8 wird jede Ede gebildet von drei Winkeln von 
"und einem von (m 2) 2, Betrachtet man das der Ede 
ſprechende ſphäriſche Viereck ABUD (Sig. 37 f. folg. ©.), fo ift 


n 


ae 


138 


A— Bu 
und verbint 





Man jchlief 


cosy 


sin EAB 


cos t 


woraus fich 





mometrie auf die Auflöfung verſchied. Aufgaben. 139 


y__sin45°  cos45° 


et sin300 ” cos 60° 

9037.27“ 

2035 38,31“ 

3 08450, 

I c0830°, 
co8@ x In 

= Sog I FAB —,66021'58,08%, 
co8 \ 

- SP, AFED = 10032, 

2 = 1580144“, 

42059. 0,24, 

jede Ede Fig. 39. 

t von 60° 


= 108°, 


das der 
. Fünfet 
y 
=(, 
tan num ’ 
des um⸗ on 
iſt: B 
t + 2y = 360%, 
t+ y — 1800, 
sind  . sin 300 
sinn — Sinn! 
sin54° cos 360 
sin 800 D cos 60o 





301624,32⸗ 

— — 

inFAB — 088 

cos 540; sinFAB = 3007 

F —* 

cos 300; sinFED — in 
50'29,23”, 

105'14,34%, 


— 164010:28,68%, 
2055.43,57«, 


140 Fünfter Abſchnitt. 


13) Eine Kugel vom Radius r ſoll mit congruenten vegel- 


mäßigen . Bolygonen von dreierlei Art in der Weiſe vollftändig 


belegt werben, daß an jeber Ede die Anorbnung ver ſphäriſchen 
Winkel nur Hinfichtlich der Aufeinanverfolge von einander ver- 
ſchieden fein darf. Auf welche Arten Tann dieſes geſchehen und 
welche Reſultate ergeben jich für Die Berechnung der dieſer Ein- 
theilung entfprechenden Körper ? 

Auflöfung Es beitehe das Netz auf ver Kugel aus L 
regulären lecden, aus M regulären meden, aus N regulären 
neden, an jeder Ede jollen 2 Winkel des leds, u Winkel des 
meds, v Winfel des necks zujammenftoßen und die Winkel der 
Polygone feien bezüglih 2a, 2, 27. Man hat alsbann die 
Gleichung Ä 
1.22 + u.2% +v.2y = 360°, 


ia + uß + vy = 180°, 
Da aber die Li Winkel der Fi) die Mm Winkel der mede, bie 
Nn Winfel der nede fich zu je A, u, » an bie E Eden vertheilen, 
fo erhält man: 


oder 


Lil = AE 
Mm == uE . (1), 
Nn = vE 


Nach dem Euler'ſchen Sage iſt nım: 
E+F=K-+3, 
oder da F= L+M-+N, 





K- urntSn, u 
auch E+L+M-+N = LI+Mm+Nn |, 


Multiplieirt man: diefe Gleichung mit 2 Imn, fo folgt: 
21mnE +2 mnLI-+-21nMm-+ 21mNn 
= Imn(Ll--Mm-+Nn) + 41Imn, 
ober nach (1): 
[2 lImn — mnàa (l—2) — Inu (m— 2) — Im» (n—2)] E 
— 4lmn, 
pder, wenn man der Kürze halber ven Coeffictenten von E durch 
A bezeichnet, 
AE=4Imn, 


— — — no. R 





— Mo. u al _ 


r 


eigonometrie auf die Auflöfung verſchied. Aufgaben. 141 


m (1) ift fomit: 
4] 41mr 
mM= 4 nur 





1, n fo zu nehmen, daß E, L, M, N ganze 


terfuchung zeigt, daß es nur drei Eintheilungen 
gibt, nämlich: 

=90 N—-12 . . 

4 nn 5 Zweiundſechgigflach. Durch 


- Enteden und Enttanten des 
= 2 v— 1 Dovetadbers u. Zlofaöbers.) 
K= 120. 

-8 N-6 _ B 
ng Seheundowangigllach. Durch 
= Enteden und Enttanten des 
1 vol genibers u. Dftacders.) 
K= 172. 

- -12 

- 2 N Bu 2 Zweiuudſechzigflach. (Durch 

Enteden und Enttanten des 

— 1 9» 1 Dotelaters u. Sofasders.) 
K= 180, 


ı der biejen Eintheilungen entſprechenden Körper 
am zunächit die Gleichung: 
ia + uß+vy — 180°, 

1 


in reguläres mEck aus dem Mittelpunkte in 
n 
und dieſe wieder aus der Spige im zwei recht⸗ 
d bemerkt, daß die drei Polygone eine gemein- 
jaben, jo erhält man: 
o 
co. sina 0083; 
180° ER 
cos a sin cos 


180° . 
608 ——— == siny 008, * 
on 


» wIH 


r vier Unbefannten @, £, y, x hat man baher 
ahl von Gleichungen. 





i 


142 Fünfter Abſe 

It x bejtimmt, jo erhält man 
die Gleihung k — 2r in, und k 
fläche O und den Inhalt K beredhn 
Berehnung des! 


Nach Obigem ift: 
“+2ß+y= 


c0860° — sina 
c0845° — sinf 


cos 360 — sin} 


Nach der eriten Gleichung gibt e 
Winkeln &, 24, y, alfo mit den St 
nach vorſtehenden Gfeichungen geſetzt 


sin 28 — 2sinß cap — 7° J | | 





we _ 1+95 
x 4 x“ 
cos g/ co 
Multiplicirt man jämmtliche Seiten dieſes Dreiecks mit 2 cos Eu 


siny = 


fo bfeiben die Winfel unverändert und man kann jomit in dem 
ebenen Dreiecke auch die den Winkeln &, 28, y gegenüberliegenden 
Seiten jegen: ’ 
1 2Vcosx 1+7Y5 
' x! 2” 


co 
2 





metrie auf die Xuflöfung verfchied. Aufgaben. 143 


AV cosx 
1-+cosx' 








cosx u = 2 009x + costx 
"oosx)t 1 + 2 cosx + cos®x 


unterfuchen, da man zum voraus nicht 


3 richtige Zeichen ift. 


7 1— cosx 
— TFoosx' 

fage: 

58 2 1+Y5 1-—cosx 
2 | ’ 2 "1 osx’ 








„erars. Ar, 


3x’ 


+008x)— (1+Y5)(1— cosx) 





yr cosx, 
— 5 
— 
— 
——, 
u 

4 
cos? 5: 


144 Fünfter A 








Somit wird: 
sin, -rYh ; — 35015'51,8 
sine = eos 60 * =4Y 
cos, u 
a— 371°45'40,47',: 
in A, 
cos® r: 
2 
B= 60°, 
ci 1+Y5 
siny = We = 1 
cos 
y = 82014 19,16“ 
und hiernach 
«+28+7= 
Diejer Fall ift daher auszuſch 
c08 x — 
cos 20 = — 


ſo daß man auf dieſelbe Weiſe er 











— ——— 

x 2 

vos; 

4 cosx 8 cosx 6- 
„x — IFeosx IH 

oos⸗ 

8 cosx 5+rY5 
ig rar 
8 cos x = (1-+ cosx 

= 1+r3Y5 + c08x 
2 


co 


(+73) — tar 


1+3y5 _ 1948 
3+Y5 


cox= al 


ıometrie auf die Auflöfung verſchied. Aufgaben. 145 


174305 _ 62775 
"FB BF 


= 1205621,54", 
= 30051.56,35%, 
= 46030' 46,47%, 
= 5806'30,55%. 


x 11—4yY5 
15 = „yEzar, 


Mittelpuntte auf eine Dreiecksfläche gefällt 

79+16Y5 ‚“=3) vis+syY5 
13° rıl.y3 ' 

Mittelpunkte auf eine Quadratfläche gefällt 

u; _H v19+8Y5 

2 ra" 

infet umſchriebenen Kreifes 














V"' 2y5 

5) Ze ——— 

k? 

7 V» +10f5, 

ner Fünfecksfläche vom Centrum 

—— +2Y 5, 
5 . 

halt 


rSyviS-sy5 „, 30k/ 19 +8y5 
y3.y4 J 3 ri 
+10P5. Ve 5 

irie. 2. auf. 10 








146 Fünfter Abſchnitt. 


/ 
x- u) BHErB RAP) H+ 
3k?r 


ra 

-&V BARS VOL 

- ya + or: Bad) + 
= Fu (50+4175) Y19 + S@5 


2 — 
„tut ar», ya + Ar) 


Vo+ersas+ar 





s 
ira (a0 15695) VE FE 


= ar (235 — 78y5)yV19 + 895 
und bie Oberfläche 
ot ap) 6r3+30+31 


Berehnung des Körpers : 
Dan Hat Hier die vier Gleichungen: 
«+f+y= 180, 
c0845° — sina “ 
„c0s30° „— sinß co8Z 


c08224° = siny cos; 


Aus den drei legten folgt: 
sine: sinf:siny= 00845 : cosäl 

Es gibt jomit ein ebenes Dreied, das die d 
und bie ihnen gegenüberftehenden Seiten 
eds 2240, over auch 2 cos45°, 2 cos 800, 2 
Y3, hat. 

Nach dem Coſinusſatze erhält man daher: 
VEIT? Hr — 


vorn MoiM 





fie auf die Auflöfung verfchied. Aufgaben. 147 


r? 
















Fr _ V:e73 
+2 


027'32,08", 


023 56,43%, ' 
029 54,974, 
6147,85, 


8— 6/2 
- 2. VIER, 


eingeſchriebenen Kreijes 


KH), 
ttelpuntte auf eine Quadratfläche 


y” vers »V san 








r 


— auf eine AP: — 
Kur +82), 


10* 
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2 


der Perpendilel aus dem Mittel 


Ve 
und fomit der Kubikinhalt 





K BE ‚ers-n] 


ars: v$? 


154872 
— er: 
Nun ift aber 
A+r2)/HIY?= yo 
daher 
5+83Y2 
K-4kt. V - r 
- ara 
4r 4r2(13— 672) 
— 
16r⸗ 
= ya PH 
und enblich die Oberfläche 


k2 
O — 122 48.6. 7r3- 





= 12 (2+Y3+72) 

- ER Br) a+ 
Berednung | 
Man erhält hier die drei G 
e+P+r= 

c0845° — 

c0880° = 


c0o818° — 
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eichungen folgt: 

ny = c0845°; c0830° : cos18°. 

8 Dreied mit den Winkeln @, A, y und 
Seiten c0845° = 4172, c0s80° = 473, 
5 


ke erhält man alfo, wenn man alle Seiten 


HD? 2Y3. 12.0087, 


-2 76 cosy, 
545 _5=15 


2 2.’ 




















u Zn 2 v3 
2,24 





= 7033 22,37 


= 60059,51,99" 
= 73036'53,8% 
= 45030 14,841, 


10 Fünfter 
Alſo wird: 


ko2rsaoı - 


2 
der Radius des dem Quadrate 


ber Radius des dem Sechsed ı 


der Rabius des dem Zehneck u 
k 


2 
der Perpenditel aus dem Mitt: 


der Perpenbitel aus dem P 
Sechsecks 





ee 1I7+: 
— 2142— —— 
—= Yr—_k r Fri 
+95 yARr2 
-—ıı 24 


der Perpendilel aus dem V 
Zehnecks 
1 

-Vr-HZe+er 
der Inhalt des Zehneds 
5k? 
2 
und fomit der Kubilinhalt 





3 241 
k 
6.273 
7 44 
+20 —.— 777 
2 
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8 
on 


— 


vorſtehen⸗ 
zwei Seiten 


echende ſphä⸗ 

:B= 3C 
durch ſenk⸗ 
Mittelpuntt 


in den vier 
CR IT 


152 3 


fo iſt 2e40—.2— 
Ferner erhält man aus be 


Fig, 40. 









Wo 


«+2 
sin.a' cos(9 
sin #' cos(9 
sin y’ cos (9i 

Vergleicht man biefe mit i 
Aufgabe, fo folgt: 
R «= 0- 


a' 


Nun ift aber: 





. cos« 
oder sinEBC = 0830 
' saß 


Z3B=-J0=- 3E 
3A=- ID- 3E 
Bei Körper 2 ftoßen an 
und 135° zufammen, aljo fi 


154 


2) Ein 
aufgehängte: 
Richtung ar 
fo wird er 
welchen der 
oder Schei 
und fein N 





3) Ale 
ſentrecht an 
Kreiſe, nad) 
wird, werde 

4) Dat 
um eine mi 
Weltachſe 
Himmelsgen 
liegende, al 
P* aber der 

5) Eim 
gehende Eb⸗ 


Auflöfung ver 


und Himm 
zewölbe in eine 
n ber Sterne 
veife beißen P 
oblbes, wie z. 
eines Beobach 
ht auf dem 
APQ entfpric 
ridians mit di 
iher gelegene 
egengefette T 
mitt des Hor 

Denkt mar 
fo bezeichnet d 
und der nach 


‚ölbe und die ( 
ſtliche, die < 


8 Sternes 
unfte ber Erd 
e macht. Die 





N 


1adt. Aus} 


(822 — 28C) 
8 8 zu finden 
= 20:50, 
Cz der Erde 


1 überhaupt 1 
x Entfernung 
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Werth von sin 280, jomit aud) von I z8C 
mir alfo annehmen tönen, daß 

I 800 = 4: 
fei, d. h. daß der ſcheinbare Horizont mit den 
falle. Wir werden darum von nun am auch 
gewölbes uns ftet3 mit dem jeweiligen Beobachtu 

9) Der Winkel, welchen unfere Gefichtsfini 
mit einer nad) dem Zenith gerichteten Gerade 
diftanz des Sternes. Diefe wird alfo ' 
den Stern gehenden Vertifaltreifes ZSB geme 

Zenithdiſtanz und Höhe eines Stı 
immer zu 90%, 

10) Die durch den Nordpol P, alfo aud) 
größten reife PQP’A, PSP u. f.w., 5 
Stundentreife; der zwiſchen einem Ster 
liegende Bogen SD diefer Kreife wird die De 
des Sternes genannt. 

Die Ergänzung SP der Declination zun 
diftanz des Sternes. 

Man unterſcheidet nördliche und für 
0 bis 90° gerechnet. Bei Berechnungen mitt 
nördliche ſtets pofitiv an. 

11) Die Neigung des Aequatord AQ gegeı 
z, welche durch den Bogen QO gemefien wir 
des Beobachters. 

12) Die Ergänzung QZ — HP der A 
Winkel, den die Weltachſe mit dem Horizonte 
über dem Horizonte, nennt man die Polhöh 

Anmestung. Da ZQ_eben h bir 
folgt, daß die Polhöhe eines Ortes ſtets 
vom Erbäquator aq ift. 

13) Die Winkel, welche die Stunden- vi 
mit dem Meridian machen umd melde dun 
Meridian auf dem Aequator gemeſſen werben, 

Man zählt diefelben von Süden nad) Weften 
auf eine Stunde gehen. So ift alfo QD der 
mern man PQP’A als erften Meridian betra« 

14) Unter Azimuth eines Sternes v 
der Höhentreiß deſſelben am Zenith mit dem Meridian bildet. Derjelbe wird 
durch den zwiſchen dem Meridiane und dem betreffenden Vertikalkreiſe liegen- 
den Bogen auf dem Horizonte gemeffen. Man zählt das Azimuth vom Siüd- 
punfte aus durch Weften und Norden vorn 0 bis 360°. So ift alfo 5. ®. unſeren 
Borausfegung.zufolge der Winkel HZB, deſſen Maß der Bogen HB ift, da’ 
Ayimuth des Gternes 8. 

15) IR F der Frühlings punkt Ein Buntt des Aequators, in welchem 
and die Sonne am 20. (21.) März erſcheint), fo nennt man die Abſtände de 
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imdenkreife von dieſem Punkte, in der Richtung von 
d Often, d. i. in der Richtung dev jährlichen Bewegung 
I genommen, die Rectafcenfionen over geraden 
setreffenden Sterne. So ift 3. B. FD die Rectafcenfion 


ihlingspunft F diametral gegenüberliegende Puntt F’ 
r Herbſtpuntt.) Frühlings- und Herbſtpunkt zu- 
quinoctial- oder Nachtgleichepunkte. 

»elche durch den Durchmeſſer FF’ unter einem Wiutel 
ven Aequator AQ gelegt wird, ſchueidet das Himmels- 
zßten Streife BE‘, welcher die Ekliptik genannt wird. 
kliptit zur Berbindungslinie FF’ der Aequinoctialpuntte 
fentrechte Gerade ſchueidet die Ekliptit in zwei Punkten, 
itien oder Wendepunften, von welchen ber über 
das Sommer, der unter demfelben befindliche das 
reißt. **) 

Aequator vom Frühlingspunfte aus die Grade von 
gegen Often gezählt werben, fo zählt man auch auf der 
führten Punkte aus die Grade von 0 bis 360° von 
Außer diefer Eintheilung der Efliptit in Grade befteht 
eiten eine zweite, wornach dieſelbe in 12 gleiche Theile, 
etheilt wird. , 

n umfaßt 30° und führt einen befonderen Namen. Bon 
feinanderfolgend heißen dieſelben: 


m. 7) Waage (Z=), 

N, 9) Storpion (M), 

: (11), 9 Schübe (#), 

9), 10) Steindod (#), 

), 11) Waffermann (==), 





m), 12) Bilde OO. 

tgend einen Stern, und man benft ſich durch ihn und 
einen größten Kreis des Himmelsgewölbes gelegt, fo 
reis de3 Sternes genannt, Derjenige.Theil ST diefes 
‚n dem Sterne und ber Efliptit liegt, heißt die Breite 


teht ſenkrecht auf der Efliptit und die Breite eines 
efte Entfernung deffelben von der Ekliptil und heißt 
b, je uachdem fi der Stern über oder unter der 


eint ung die Sonne am 23. (22.) September. 
(Ritium erfheint uns die Sonne am 21. Numi, im 
n au 21.22) Dezember. 





15 
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21) Die Entfernung FT des Breitentreiſes eiı 
fingspunft F auf der Gkliptit, von Weiten gegen Ofte 
des Sternes. Durch die Pänge und Breite ein 
vollſtandig beftimmt. 

22) Unter der geographiſchen Yänge ein 
man den Bogen des Aequators zwifchen dem Mer 
als erften angenommenen Meridiane. Als folden ! 
durch die Infel Ferro gehenden. Die geographifche 
durch den Winkel beſtimmt, welchen deſſen Meridi 
Ferro bildet und der von Wefteu gegen Oſten bis 31 
bis 180° gegen Often und wieder nad} der andern ( 
gerechnet wird, in weld; letzterem Falle man öſtli 
unterfcheiden hat. 

Der türzefte Abftand eines Ortes vom Aequ 
geographiſche Breite. Diefe ift nördlich ode 
Ort auf der nördlichen oder füblichen Halbtugel Fir 

Aus Vorftehendem geht hervor, daß die geogrı 
ſtets gleich der Polhöhe deſſelben ift. 

Durch die geographiſche Fänge und Breite ei 
volltommen beftinmt. 

23) Unter Tagebogen eines Sternes verfi 
des entfprechenden Paralleltreifes, der iiber dem 
liegt und in weldem diefem der Stern fihtbar ift. 
ift alfo der Bogen vom Aufgange bis zum Unterg 

Nach diefen einleitenden Erklärungen wollen x 
der vorgetragenen Lehren fortfahren. 

1) Die Rectafeenfion der Sonne 8° jei 
Etliptil = e; man foll die Declination d 

Aufldfung. Die Rectafcenfion FD, 
oder E/(FF)Q = A S’FD und die 7 
ein vechtwinkliges ſphäriſches Dreied S’FD, 
8. 38 hat: ö 

ö sinr= cotetgd 
und woraus fih ergibt: 


Tote 

2) Aus der gegebenen Nectajcenfion de: 
Schiefe der Ekliptik — 23028'*), die Der 
finden. 


*, Menm nicht ausdrücklich das Gegentheil I 
für e immer 23° 28° ftatt des genaueren Werthes 
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Nach vorhergehender Aufgabe ift 

336° tg 23° 28° — — sin 24 tg 23° 28°, 

il die Declination negativ ausfällt, für dieſe 
‚lich findet. ö 
veclination der Sonne = 16° 14’ (+) die ent⸗ 
nſion r zu berechnen. . 

Nach Aufg. 1 iſt 

tgd _tgl6r14 

ge gar 

die beiden Werthe erhalten: 

7’ 11,55” und 1370 52° 48,45". 

iejem Beijpiele erjehen, bleibt die. Rectafcenfion 
zebenen Elementen unbeftimmt. Soll ein 
iltat erzielt werben, fo muß man noch Die Jahres- 
vie gleiche Declination auf der nördlichen Hälfte 
» und Herbitnachtgleiche zweimal ftattfindet und 
lichen Hälfte zwiſchen Herbftnachtgleiche und dem 


ar 


tajeenfion hat die Sonne zwiſchen dem Winter 
ı Frühlingspunfte, wenn ihre Declination 17040 


Aus 
tg 170 40° 
tg 38038 
r = 470 117 40,72%, 
f Die gegebene Jahreszeit fließt hieraus ber 
m 
» — 47011'40,7 — 312°48' 19,3". 
nation der Sonne zwiſchen dem Herbftnacht- 
dem Winterjofftitium ſei = 15° 8° 20; wie 
ſcenſion? 
Aus 


sin r ⸗ 


tg 1508°20" 
tg 23028° 
fichtigung der gegebenen Jahreszeit: 
+ 380 33° 36,71” = 218° 33° 36,71", 


sin r ⸗ 


160 


6) Aus der Länge 
Efliptif die Declination 
Auflöfung. Die 
S’D und die Schiefe t 
riſches Dreied, aus wel 
€ 

7) Die Sonne fteh 
groß iſt deren Declinat 
Auflöjung De 
19. der obigen Erfläru 
im 210 + 12 = 22 
vorhergehenber Aufgabe 
sind — ein 222° 
woraus hervorgeht, daf 
man findet: d= 
8) Die Sonne hat 
befindet fich zwiſchen t 
punkte, man joll deren 
welchem Zeichen fie ftel 
Auflöfung Nach 

€ 


woraus zunächt folgt: 
Da fich aber die Sonn 
punkt befindet, jo ift di 

r = 360° — 
Nun ift ferner nah Aı 


sinl = 


folglich, weil die Länge 
l = 360° — 4 
Somit fteht die Sonne i 
darin fortgerüct. 
9) Aus der polhöh 
der Sonne den Tagebe 
Aufldjung. Nehm 
am und bewegt ſich die 
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‚*) fener QZ = p, SD—=d, und im 
jen Dreieck KPO: 





7 

Q +00 = 90 +90 — p = 180° —p, 
— KL 900 —d. 

ven Stundeniwinfel KPQ = LPQ durch s, 

800 —p) ___ EP _ 

Wr) Tora —  tp igd. 


negativ ausfällt, jo ift s offenbar größer 
id die Sonne in einem Parallelkreiſe der 
quators, jo erhält. man: 

cos — tgp tgd. 

beiden Fällen die Größe des halben Tage— 


der längfte Tag für Berlin, wenn beffen 
beträgt? 
für diefen Tag d — 23° 28 ift, jo folgt 


tg d — — tg 520807 16" tg 230 28° 


- 55° 32' 19,67 — 1249 27' 40,33". 
en = 248° 55° 20,66", ober in Zeit aus⸗ 
5° Alf 
Tag eines Ortes beträgt 20 Stunden; welches 
Breite? 
3 der Proportion 
3t. : 20 St. — 360° : 2# 
’, alfo ift nach Aufg. 9 
co8 8 cos 30° 

ited D ig 230280 

— 63° 22! 34, 78%. 
Da p nicht größer als 90° fein kann, fo ift ein 
zu berictfichtigen. 


ichfeit dev Declination der Sonne ift der Bogen vom 
zation nicht volllommen genau gleich dem von der 
ıtergange. 

oimetrie. 2. Aufl, 11 


162 


12) Den längften 7 
480 12' 35" beträgt. 
Auflöfung Man 
s= 180° - 
längſter Tag = 15 ©t. 
13) Unter welder * 
18 Stunben beträgt? 
Aufldöjung Brei 
14) Unter welcher & 
nicht unter? 
Aufldfung Da in 
geſetzt werden muß, jo | 
gp=-; 
p = 900 
d. h. für jeden Ort, deſſ 
am längften Tage nicht 
15) Man kennt die 
geographiichen Breiten | 
Erdoberfläche und foll h 
Länge des zwifchen ihm 
Kreijes berechnen. 
Auflöfung We 
Drte O und O' gezoge 
derjelben (wo P den I 
iphärifches Dreied POL 
PO = 9 
Maß des Wu vv = omg um) 
und man hat daher nach 8. 46. VII: 
cosa = c0s(90°— b) cos (90° b) 4 sin (90°— b) sin (90°—b’) 
cos(1—!') 
— sin b sin b‘ -+ cos b cos b‘ cos (l - I) 
= sin b [sinb‘ -+ cot b cos b’ cos (1 — N]. 
Führen wir, behufs bequemerer logarithmiſcher Rechnung, einen 
Hilfswinfel ꝙ von der Beichaffenheit ein, daß 


eot b co (l I) —⸗ cot ⸗ *3 J 
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PR ‚cos g) 
ab [sin b’ + cos b no 2) 
ab cos (b’— Y) 
sin @ " 
1) Man Hätte auch die Auflöfung in der Weife 
5 man nad) den Neperichen Analogien ($. 52. 





N, 
sin 4 (b—bY) 
nz en AM, 
en Wintel 4 und 4 des fphärifchen Dreiecks POO’ 
teift der Gleichung ($. 54. XV) 





sin} (b—bY ß 
rer ee) 
mt. 


iuf verſchiedenen Seiten des Aequators, fo tritt 
liche, negativ in der Rechnung auf. 

obige Formeln für a den betreffenden Werth dieſer 
Winkelmaßes ausgedrlict liefern. Um daher a 
a zu erhalten, hat man noch daſſelbe aus dem 
technen.*) Iſt a in Graben gefunden, fo erhält 
a Meilen nad) dem befannten Berhältniß, wonach 
inen Grad gehen. 


ift die geogr. Länge — 26° 50' 45", vie 
nördlich; für Wien dagegen ift die geogr. 
vie Breite — 480 12' 35% nörblich; wie 
yon einander entfernt? 

Entfernung beträgt 4° 48' 6” ober 


wis von Peling entfernt, wenn bie geos 
r Städte bezüglich 20° und 134° 7'304, 
Breiten 48° 50' 13” umd 399 54' 13" 
Entfernung beträgt 73° 56' 40,34" ober 


intlich a : Umfang der Erde — Gentrigl : 360°. 
11* 


164 Filufter At 


18) Die geographiſche Breite od 
die Declination eines Geſtirns — 
ſelben = s; man ſoll die Zenitht 

Auflöſung. Bezeichnet S de 

PZ = 90° — Qi 

PS = 90° — SI 

Binkel ZPS = QPD = : 

alfo in dem fphäriichen Dreiede 8 

c0sz = c08(90° -p) cos (90°--d) - 

— sinp sind + cosp co 

— sind (sing, + cosp « 

oder, wenn man einen Hilfswin 
ftimmt, daß 


cotdcos— tk 
si 
auch eos ⸗ 


Schneller gelangt man jedoch zum 
den Neper'ſchen Gleichungen (8. 5: 


g+ (S+2) = eos 
WIS-D - m 


die beiden Winkel S und Z des 
einer ber zwei Gleichungen: 


1841800 (d+p)] = 


ober tg+ (d—p) = 
den Werth von z beftimmt. 

19) Die Declination d, die P 
Sternes S find gegeben; man foll 
berechnen. ‚ 

Auflöfung. In dem jphäri 

PS = 90°— SD = 900-4, 3 








PZ — 90°—7Q = 90° p, ZPS 


8 


2 
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* (90°—.d) cos (90°— p) + sin (90°— 
in (90°— p) cos s, 
nd sinp + cosd cosp coss; 


inh — sind sinp 

cos d cos p 
bequemeren logarithmiſchen Rechnung wegen, 
ın Formeln XVI, fo erhalten wir der Reihe 





90°—d+390°—p = 270 —h—d—p: 








v Hip) m WIRT). 
-p) sin 4 0°-h—d-+p) PD 
der Stundenwinfel der Sonne am längften 
für einen Ort, deſſen Polhöhe = p ift? 

in vorliegendem Falle h= 0, d — 23° 28° 
18 der für cos s in vorhergehenber Aufgabe 





sin d sinp _ . 
dp willen; 


g. 9 für den halben Tagebogen gefundenen 


Mittagshöhe h der Sonne für einen Ort 
p beitimmen, wenn bie Declination_ der 


diefem Falle ift s — 0, alfo coss = 1, 
sinp + cosd cos p = cos (p — Dr 
-p+d. 

. 1) Zr p = d folgt h = 90%, 0. 6. die Sterne, 
t der Polhöhe des Ortes übereinftimmt, gehen alle 
ſelben. 


. =+e = wWw—-p+e 
Tage fd gr Mh e_pe 


Karren rege 


mer 
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22) Um wie viel Uhr ge 
einem Orte auf, deffen geogr 
Aufldfung Nach Aufı 
coss — — ie ä tg p 

alo — 1280444 38 
Verwandelt man dieſes Bogı 
2019“. Da alſo nach 8 € 
treffenden Meridian geht, jo 
zu fubtraßiren, um bie Zei 
findet, daß diefer um 3 Uhr 
23) Aus der Declinatioı 
Zenithdiſtanz z des Sternes 
Auflöfung Im dem 
PS = 9 — SD=! 
Map des Winteld OZB — 
folglich verhält ſich nach 8. + 


sin z : sin (90°—d 
alſo iſt sin 


24) Aus dem Stunden 
nation d und ber Höhe h 
Beobachtungsortes zu finden. 

Auflöfung Da man 
die zwei Seiten PS — 90° 
ihnen gegenüberliegenden Wir 
Tennt, jo findet man, da E 
p aus einer der zwei Gleich: 


pe 
isGoe JE re 
ii 
DI en 
ober 
cot 4 


11000) - 


1800) — Er 
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hdiſtanz z, der Stundenwinfel s und ver paral- 
eines Sternes S, fowie die Polhöhe p eines 
; man jolf zwiſchen dieſen Stüden eine Gleichung 


Wir haben im jphärifchen Dreiede SPZ: 
5} PZ = 90° ZQ— W°—p; ZSP=w; 
nad) 8. 47. VIII: 


: sin (90°—p) = eins : sin w, 


sin z sin w — C08p eins. 


ufminationshöhe H eines Sternes, deſſen Höhe I, 
Zeit t die Declination diefes Sternes, fowie Die 
e des Beobachtungsortes zu finden. 

Bezeichnet S den Ort des Sternes nach der 
ı in dem jphärifchen Dreieck SPZ: 

i= 90°—h; PS = 90°— SD = 900 - d; 

3 = t (in Bogenmaß); PZ= 90°-- 2Q=90°—.p, 
u VII: 

ꝛos (90°— d) cos (90°— p) + sin (90° — d) 
sin (90°— p) cost, 

sind sinp-+ cosd cosp cost...... [0)) 
E der Gulmination iſt t — 0, cost —=1, alfo 
ndsinp-+ cosd cosp= cos (p—d).. (2) 
”—H 

laſſen fich nun d und p berechnen. Subtrahirt 
von (2), jo folgt: 








osd cosp (l— cost) = cosd cosp . 2einst 


2 
— Hin Pur N (3) 
2 sin? 3 


Werth in (2) ein, fo ergibt ſich für 


sin H — sinh 


= sinH — ——— ...... (4) 


2sins 5 


168 Fin 
und aus der Subtraction por 
co (p+d) ⸗ sin H 





2 cos 


Da man nun aus (2) p — 
laſſen fih p und d leicht ben 


27) Aus ber Culminatic 
der drei Stunden fpäteren 
berjelben und: die geographifi 
berechnen. 

Auflöſung. Segen wich 
h — 38045, t— 3.150 


p—d= 90° 

2 450 31 

cos (p-+d) = — 
und hieraus: 

p+d= 


alſo d — 16°0'30,64" 
28) Nach Verlauf ber 5 
dem Augenblide der Eulmir 
treffenden Höhen der Son 
Declination der Sonne und | 
tungsortes ? 
Auflöjung Aus der € 
unmittelbar die zwei &leichur 
sinh = sind si 
sinh‘ = sind si 
Um hieraus d und p zu bei 
Gleihungen und erhält: 
sinh — sinh' = « 
woraus folgt: 


cosd cosp = 
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Führen wir dieſen Werth in (1) ein, fo ergibt fich für: _ 
sinh — sinh‘ | 
cos t — cost! 69 

Je nachdem man nun (3) und (4) addirt ober ſubtrahirt, 
erhält man bezüglich: 


cos (p—.d) = 


sind sinp= sinh— 


sinh — sınh’ t. 
inh‘ „. 2t . 
cost — cost! 2 sin 2 + sinh, 
oder 
sin h — sinh’ ot 
cos (p+.d) = test" 2 cos 5 — sinh. 
Wendet man auf beide Gleichungen die Formeln (6) und (8) 
des 8. 17 der E. Tr. an, ſo gehen dieſelben über in: 





.t 
2 cos4(h-+ h‘) sin$(h—h‘) sin 5 
rede 
. t 
2 cos (h-+h’) sing (h—h‘) cos > 
u sind (t +) sin#(t—t‘) — sin b. 
Anmerkung. Für t = 0, geben dieſe Ausdrücke über in 
cos (p—d) = sinh, 
cos (p+d) =: A EEE LE Ned — sinh, 
sin?— 
2 
welche mit (2) und (5) der Aufg. 26 übereinftimmen. 


29) Die Höhe der Sonne war eines Nachmittags um 2 Uhr - 
30 Minuten == 30012’, zwei Stunden fpäter aber nur. = 18048’; 
wie groß war die Declination derjelben und die gengraphiiche Breite 
des Beobachtungsortes ? 


Aufldfung Subftituirt man in worhergebender Aufgabe für 
h, h‘, t, t/ die betreffenden Werthe, jo findet man: 
cos (p—d) = 0,59397446, 
cos (p-+d) = 0,286315 - 


cos(p — d) = — + sinh; 


co8(p—+d) == 


und bieraus: 
p—d = 53033'37,6‘ 
p-+d = 73°21'45,11”, 


d = 9543,75; p — 63027'41,85", 
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30) Aus dev Zenithdiſtanz — 2 
Sternes, jowie der Polhöhe = p 
Stundenwinfel s deſſelben zu berechn 

Auflöfung. Da ZS—=z; PZS 
jo folgt aus dem jphärifchen Dreiede 
Taftifchen Winkel PSZ durch w beze 
Analogien: 


cos + (2— 90° 


nt) = cos + (2+ 90° 
sint(—z+N 
EEE 


Hieraus können leicht w-Hs und ı 
berechnet werben. 

31) Man kennt den Stundenwi 
jeine Declination = d und die Po 
— p, und foll das Azimuth a, ft 
Sternes finden. 

Auflöſung. Da man in dem 
Seite PS = 90’—d, PZ = 9° 
PZS — 180°— a juchen ſoll, jo er 
Analogien, wenn man ven paralfal 
bezeichnet: 


841800 at w) = 


] 
| 


tg4 (180° —a— vw) = - — 


Hieraus Täßt ſich a beftimmen. 
Die Zenithdiſtanz ZS — z erhi 
schen Gleichungen: 





z cos+(p 4) d) s_ 

a ra ern Te 

347 sin+(p—d) s_ 
m) 8 
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an einem Orte, defjen geographiſche Breite 37040’ 
ination eines Sterneg S — 6°38' nördlich, deſſen 
= 40° 45° 10” gefunden, und foll hieraus das 
Zenithdiſtanz jenes Sternes berechnen. 

Subftituirt man dieſe Werthe für die betreffenden 
Formeln der vorhergehenden Aufgabe, jo ergibt ſich: 


12 w) ⸗ er .cot 20022’ 35, 
atw) ⸗ Ba cot 200 22,35%, 


an: 
« 5207748,56%; 4(a—w) — 8°16'9,59%, 


60023'58,15%; w — 43051'38,97%, 
man aus: 
ein 15031. 
= GB Traa,ägn eos 20022 35“ 
= 48913'26,24%. 


: —— r und ber Declination d eines 
ie der Schiefe der Efliptii — e die Länge 1 und 
ernes zu berechnen. 

Nach unferer Figur haben wir: 
ıD = 90° +r — Maß des Winkels P,PS; 
-SD = 0—d; EQ=PP=e; 
v-W—-1= Moaß des Winkels SP, P; 
-ST= W-—b, 
tit aus dem ſphäriſchen Dreieck P,PS, wenn wir 
Binfel PSP, durch v bezeichnen, nach den Neper’- 


1(90 —d— 
— —— 
—E 
a tr), 

id v leicht Beftimmen laſſen. 

> findet man nach 8.47. II. aus der Proportion 
— b): sine — sin (90°-+r) : sin v, 

cosb : sine = cosr: sin v; 

iner der Gauß ſchen Formeln, 
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34) Die Rectafcenfion eines Sternes 
Declination — 39%27' und die Sphiefe 
welches ift die Länge und Breite dieſes € 

Auflöfung. Führt man diefe Wei 
Aufg. 33 ein, fo findet man: 

+(90°—1-Fv) — 18052159"; 4(90°- 
und hieraus: 

= 645213354; v — 
Alfo folgt für b = 18° 41' 33,4". 

35) Die Nectajcenfion eines Sternet 
Declination — 17° 12° füplid und e = 
die Länge und Breite deffelben berechnen. 

Aufldfung. Mittelit der Formeln 

052 
mn 
sin 419 52’ 
BON ag 
findet man: 
+(90—1-+v) = —# 
+ (0--+1— v) = — 3° 
und hieraus: 
1 = 102° 45'12,1' 
— 50 16' 34,7 
b == 40° 10! 48%. 

36) Eine Gleichung zwifchen der Decli 
dem Stunvenwinfel s, dem parallaktifch 
Volhöhe p des Ortes aufzuftellen. 

Auflöfung Man Kat in dem i 
PS = 900—d; PZS — 1800—a; ! 
PZ = 90°—p; alfo nad) den Neperic 


sin+(p-+d)tg4(180°— a-+-w) = 





cos+(p+d) tg4 (180° a— w) = 


37) Die Länge 1, die Breite b eines € 
der Effiptit — e find gegeben; man fol 
Sternes berechnen, 
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n dem jphärifchen Dreieck P,PS (vergl. Aufg. 33) 
— 0-1; PS = 90 —b; PP = e; 
‚ folglich ift nach den Neper'ichen Analogien, 
tel PSP, durch v Seinen: 
cos+ (90° —b—e) 
ee ra ot (0°, 
Sin} (90° — | 3 = cot} (90°), 








» sin + (90° —1 
beſtimmen  ift. 
Länge eines Sternes — 200° 24°, jeine Breite 
; man fol deſſen Rectafcenfion berechnen. 
Segen wir in den Formeln der vorhergehenden 


4, e — 23028, 1 — 200° 24, 


o 4 

HN Ben cot 550 124; 
ii v 4 

IN)-- Te cot 550 12%, 


9°%-+-r-+v) = 315° 6’ 2,48“, 
0°-+r—v) = — 22° 59' 1,23”, 
r = 202° 7° 1,25", 
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Erſter Abſchnitl. 
oniometrie. 


8.19. 
12° 40“ oder cos 48° 47° 20. 
1726” =» — sin 55° 42° 34". 
kB’ 10" . cot 33° 11 50”. 


36'12” > tg 710 23 48", 
2145" » — cos 46° 38‘ 15”. 
22/49" » sin 10° 37° 11”. 
41'20° = — cot 45° 18/40”. 
5642» — tg 84° 3718", 
1050" » cos 33° 49' 10", 
19' 30“ = — sin 67° 40' 30”. 
1510” » cot 199 44° 50". 
910% » — tg 70° 50° 50%, 
1435" » cos 84% 45' 25. 
20° » — sin 15°40°. 
15° . — cot 10° 15. 
18° e — tg 700427. 
45° 0 cos 76° 15°. 
30° = — sin 58° 30°. 
50" = — cot 910. 
42’ ⸗ tg 84° 18%. 
47 » — cos 47° 13°. 
20° s — sin 87% 40. 
23° = — cot 510 37, 
23 . tg 370 37% 


1* 


4 


Erſter 


2) 1) 0,743145. 


Andeutung. sin 48 
2) 0,669136. 
3) 0,891006. 

Undeutung. sin 63 
4) 0,453990. 
5) 0,965925. 

Andeutung. sin 75 
6) 0,258819. 
7) 0,978148. 

Andeutung. sin 78 
8) 0,207911. 


8) 1) 9207911. 


Andeutung. sin 12 
2) 0,978148. 
3) 0,258819. 

Andeutung. sin 15 
4) 0,965925. 
5) 0,453990. 

Andentung. sin 27 
6) 0,891006, 
7) 0,669136. 

Andentung. sin 42 
8) 0,743145. 


sin @ 2 
Duo a Ian 
1— cos?a + 

2) Be 


3) Verfahre ähnlich wie be 
M Nach $. 16 (11) und ( 


2 sin @ cos?a 


5) sin2a—= 
c08@ 
in? 
6) sin du — 2 aih?e cos c 
na 
J 2sina cos« 
LS rare 


nun Zähler und Nenner durch 


Goniometrie. 5 


8. 16 (2) und 8. 6 (8). 
cos!« — sine 
— cost + sinde 
in« cose u. f. w. 
8.12 (1), $. 7 (13) und 8. 1 (1) an. 
: 8. 12 (2) und verfahre dann wie bei Nr. 10, 


+cof=2 con ud1l—cofß—=2 anf, 


man E=R— a feßt: 

«_2 sin? + (R— 2 « 
For R— = (er — s} 

tige 8.15 © und & uf. w. 

te Zähler und Nenner nach $. 12 (1) und (2) 

igung von 8. 7 (13) und dividire alsdann Zähler 

ch cos «u. f. w. ober auch nad) $. 5. 

3) Nah 8. 12 oder 8. 17 (1) und (2) und 


Dividire nun Zähler und 





) Nach $. 15 (1) und (2) und 8. 7 (14) oder. 


) 

7b) Nach $. 17 (6) und (8). 

7a) Nach $. 17 (17) und (IB). . 
cos 45° sin 45° 

+ m a 

e Dalcch wie bei Nr. 18. 

die Brüche unter gleiche Benennung und führe 

m Nr. 18 ein. 

r. 20 unter Anwendung von Nr. 19. 














. @ 
gt 1 Sing 
J 2 eins —* u cos 
2 2 2 
-2 ein“ con“ j * 
2 ET My com 
= F — —— ot @. 
sin @ sine sin @ 
« sin 
ot ———— tg ⸗— u. ſ. w. 
Ga, — — 


6 Erſter Abfchnitt. 


24) cot?« — tg = (ot a + tg 0) (co 
[cos & 24 sin ß\ 
sin ar cos 5) F 


25) Nach 8. 17 ®) 
26) Sepe ge-n und tg ⸗ 


27) und 28) Setze cot — ni und brüd 
Produft zweier Binomien aus. 


29) bi 32) Drüde tg fowie cot burd) € 
33) Drüde tg durch cot aus. 


34) Sehe im Zähler eot æ — Zi unt 

35) u. 36) Befolge ein ähnliches Verfah 
. 15 

37) Subſtituire ge für cot a. 


38) und 39) Sege für cot überall e 
40) Nach 8. 17 (5) oder: fubftituire bie 
aus $. 12, multiplieire alddann gus, fo fol 
(cos2# + sin?) sin @ cos + (cos? + sit 
41) Nach $. 17 (8) oder nach 8. 17 (1! 
sin («+ ß) sin (@— 9) = sin?« — sin?@ 
— 4 (ein?« +sin 
=4+[(1 -- cos?c 
— (1 00828) - 
42) und 43) Achnlic) wie 40 und 41. 
44) Führe die Werthe für tg (« + £) 
aus $. 15 ein. 
45) Sepe in 44 4 ftatt a + 4 und 4 
46) Entwidle nad) $. 12 (1) und (2) ı 
Zähler und Nenner mit cos « cos A, um bei 
gedruͤckt zu erhalten. 
Multipficnt man In e 33 im Zat 


2 cos (@ — A), ober 2 cos(@ + P), fo e 
beiden anderen Formeln. 
Anmerkung. Bergl. auch Nr. 33, 
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erden auf ähnliche Weiſe gelöft wie Nr. 46. 
ben Zähler nach 8. 16 (1) und ben Nenner 


hnlich wie bei Nr. 51. 

tende wiederholt bie Formeln des $. 12 an. 
Sege nach der Moivre'ſchen Formel ($. 13, 
em binomifhen Sage (A. A. IL 8. 15) 


sin ne = cos'« 

n * n . 

N) cos’-ie sin a — B cos? sinda —.... 

sin na = cos?« 

n rk in‘ araind 
cos?-Ig sin a — c08°°geinda-t.... 

1 2 


8 eine Mal, dad andere Mal fubtrahire. 

Intwidle nad) den Formeln des $. 12 und 
'ür Nr. 18 und 19 gefundenen Refultate ein. 
+sin cos #= 4 (sin2a +sin2£) [$. 16(1)]xc. 


jnlich wie bei Nr. 58. 
\ und (2). 

17 (11) und (12) an. 
af ähnliche Weife wie bei Nr. 60. 
Yfhey=atß+nyd=—eth+ty 
=a— P+yd=a+P— y, addire 
ionen u. f. w. 

sen Ähnlichen Weg wie bei Nr. 62. 
T (4) ift 

B= 005 (a — B)— con (a + P). 
ı der Reihe nach 4, 28, 3ß,.....nA flatt a, 
glich folgende Gleichungen: 

2 sin?® = 1 — cos 28 
ı 28 sin $ = cos 4 — cos 38 
ı 88 sin 4⸗ c08 28 — cos 48 





VB sin à— oos (n— 2) B— cosng 
28 in 4 — co (n —1)ß— cos (n4 1) 4 


8 Erſter Abſchnitt 


und hieraus durch Addition: 
2 ein # [sin #+ sin 2%-+sin3ß +... 
=1-+ cos 4 — [cos n, 


2 2 





Somit ift 
sin @ + sin 28 + sin 38 - 
coeh — 
sin + 





65) Rad) $. 17 (2) ift 
2 cos «sin 4 — sin ( + Pf 
Sege nun hierin wieder ber Reihe nac 
verfahre analog wie bei vorhergehende 


66) Da sin na sin nf (cos 4 — 
= sin ne sin nf cos £ 
= sinne [in(n +1) 2+ 
—4sinnf [sinn +Hl)e+ 
fo folgt für 


sin ne sin. np = 


sin ne sin (n + 1) £ 
eins (a+ 
1) «sinn, 
4siny(a + 
Sept man nun ber Reihe nah n = 
die erhaltenen Gleichungen, fo erhält 
sine sin + sin 20 sin 20 +. 
sinne sin (n+1) 
4sin}(@- 
Da diefe Gleichung für jeden Werth v 
fo wähle man nun # fo Hein, daß r 















10 Erfter Abfchnitt. 
5) 1) sina-+sin?=2sin 4 («+ P)cos4 (e— 4)—8. 17 (5)] 
‚= 2sin 4 (2R—y) cos 4 (a — P). 
= 20085 cos 4 (a—P). 
2) Benutze 8. 17 (6). 


3) sin?« — sin2$ = (sin + sinß) (sin« — sin) 





= 2 085. cos 4 («—P).2 sinz sin} (e—P) 
—=sinysin(«—) [S. 16 (6)]. 


‚4 sine +sinf -+siny—=2cos+ (@« — Pf) cos + siny (Wr. 1) 


— 2 cost (@— ß) c085-+2 sin &.cos? [$. 16 (6)] 


—= 2[cos4(@— P) + sin4 (2R—(e+P))] eos. 
2leos (af) + cos} (a+R)] con 


144 
—4 c085 cos cosl [8.17 (3)]. 


5) sin« +sind—siny = 2 cost (e—P) cos — siny(Rr.1.) 
— 2008 4(@—P) cosz — 2sinz cosz [s. 16 0) 
— 2 [008 4(«— A)— sin (2R— (a+P))] con? 
2ſeos (a) — 0054 («+ A)]cos? 


—4 sin g ein cos; ss. 17 (4)]. 
6) coa« + cosß—=2cos4 («+ P) cos} («—P) [$. 17 D) 
—=2cos4 (2R— y) cos (@e— Pf) 


==2 eins cos + (@«— P}). 

7) Benüge $. 17 (8). 

8) coB’er — Rn (cos&-+ cos f) (cos a — cos P) 
.—?2 sin; coo+(a—P). ‚20085 sin 4 AZ e) 


4 
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a? cos . 2 sin $ (#—e) cos + (A—e) 


2 
Yin (Ba). 

Hrcosy 2oos 4 (a — ein] +cosy (Rr.6.) 
1 (@—A)sind + 1—2sin?2 [8 16 (ID 
sk@—A)sin] + 1— Zain} cos} (e-+#) 
-2[e0s (a8) — 06 4 (+M)] sing 
4sin, if sin! [s.17 9). 


t—cosy = 2.008 4 (a— Pf) sin) — cosy (Rr. 6.) 
st(@—R) sin! —142 ein is. 16 an] 
st(@—ß) sing — 1-4 2ein} 008 4 (a+f) 


-2 ſcos 4 (@-+ 8) + cost («—£)] in, 
ß 


@ .Y 
—4 cosg weg sing. 


sin («+ P) 
— — (6. 17 am] 
in y 
cosa co 





g- Met _ Mr Kızas). 


sinasin® sin«einß 














13) tg Hg P +17 = 4 MT 11) 


cos IT co8y 
siny cosy + cosa cos siny 
- Cosa cos ß cos 
(cos« cos ß -+ cosy) sin y 
— cos cos ß cos 
[cos & cos 8 — cos(@a-+ AN siny 
— c08@ cos cos y 





12 Erſter Abſa 


(cos cos — cot 
I 
cos 

sin «sin Asiny _ 


cosa cos cosy 


‘ 
e 7 
reg 


14) cot 3 + ot 


„er, = 

sin zein 3 sin 

(ir San + ein 
7 


sin & sin & si 
ging si 


[ingind +« 


u sin & si 
z ein 

[eng ing + cos 
sin 

ß cos 


6085 008 5 
2 


sin 3 sin A sin 3 

15) Da sine = sin « sin (£ 

+ sin « cos f sin y, fo folgt, wen 

Werthe für sin?# und sin %y einfül 

sin®« + sin?® + sindy = 2 sina « 
+ 2 cose sin f siny 

= 2sina sin (P -+y) 

— 2sine sin (?-+y) 

+ 2 cosa [— cos (# -| 

= 2 sina sin(P-+y)-4 

= 2 sinda + 2 costa - 


cos & 
2 
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15. B 
VIER. 
24 (@e — 4) sin?! Mr. 2 u. 6) 

HE A)+e0s Ha — A)leint—Asinel, 
obigen Beifpiele 1 und 7. 

es -lefHele 
EN san] 
; ost 
; 2 

(Br Yeot4@+Y) _ co84(8-Hy) 





E05? Boos! 
085 6085 6085 cos⸗ 
3 0087 — sinf sin? 
56085 any sing ß Y 
— — —=1—1g5 ig ꝛc. 
cos! 282 
2 2 


id) wie bei 19 ober Kr ſtatt eot, bringe 
iche Benennung und bringe hierauf Nr. 13 
[5 eos} + eoel ein?) + eosgsinf ein? 


cos® gtress in, eins 


[os 4 @+Y)+ sin ß gen] 


3 sin} « +9)+ e0s5 cosß sin! 
r © co sin?! 
} + 085 c08 Par 
ein [ost +9) — cs; eng) 


14 


a) Ueber das Auffchlagen der Logarithmeu zu gegebenen 


15) 


Erſter Abſchnitt. 


8. 4. 





goniometrifhen Aunctionen. 


1) 6,5538697. 
2) 7,8402996. 
3) 8,6567017. 
4) 9,9152974. 
5) 9,9694687. 
6) 9,9318447 
7) 9,9313373. 
7a) 9,8771859. 
7b) 9,9680978. 
7c) 9,9225159. 
714) 9,6584872. 
8) : 9,8904963. 
9) 9,7562728. 
9,8093200. 
9,7490686. 
9,9543968, 
9,3023579. 
13a) 9,9374251. 
13b) 9,9298478. 


13c) 9,9673008 (—). 
13d) 9,7068200 (—). 
9,9729966 (—). 


14) 
9,9978900. 
16) 
17) 
18) 
19) 9,3984902. 
20) 10,3566512. 


9,8103805. 


21) 9,4451910 (—). 
22) 10,2341276 (—). 
23) 9,0214581 (—). 
24) 9,7687029 (—). 


(—)"). 


9,6997714 (—). 


9,8871042 (—). 


54) 


25) 10,6626482. 
26) 9,5705253 (—). 
27) :9,9360062 (—). 
28) 10,3192005 (—). 
29) 9,4815270. 
30) 9,9544408. 
31) 9,7933457. 
32) 10,0553239. 
33) 9,8954729. 
34) 9,7050762. 
35) 10,3015706. 
36) 9,3030300. 
37) 9,9975019. 
38) 9,9909474. 
39) 9,6437986. 
40) 10,0948226. 
41) 9,8708455. 
42) 9,7919827. 
43) 10,4147545. 
44) 9,4801752. 
45) 9,7141815. 
46) 9,9964414. 
47) 9,3147923. 
8) 10,2967458. 
49) 9,8465942. 
50) 9,8977744. 
51) 10,0992701. 
52) 10,4901625. 
53) 8,6392680. 
9,9960757. 
8,3549082. 
8,9895379. 


55) 
56) 


*) Das beigefügte Zeichen (—) deutet an, daß die betreffende Function 
des gegebenen Winkel negativ fei. . 
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57) 9,1816145. 65) 9,8190892 (—). 


58) 9,1465377. 66) 9,8645198 (—). 
59) 9,8483916. 67) 9,8916594. 
60) 9,7875498, 68)  9,7715437 (—). 
61) 9,8824071 (—). 69) 9,8108905 (— ). 
62) 9,8671866, 70) 9,8737096. 
63) 9,9333955 (—). 71) 9,9490563. 


64) 9,9174768 (—). 


b) Ueber das Auffuchen der Winkel zu gegebenen Lo⸗ 
garithmen goniometriſcher Functionen. 


12) 9,8170712 (—). 


u... 





)Sx 


11° 10° 46,9%, 


1) Jg x= 158 50" oder 178° 1° 10". 
2) „x 12048 . 167° 12°. 
3) x — TI Y° :» 108° 51°. 
4) I. x = 75048' 37,8" » 104° 11' 22,7”, 
5) I x— 238° 253,4" » 801057 6,6”. 
6) I x= 72054 11,77 = 2870 548,3” 
7 & x = 135° 23° 50,7” „2240 36° 9,3". 
83) I x= 919 57 2,1" » 2680 54° 57,9", 
9) I x = 31° 2840,9" » 2119 28° 40,9”, 
10) I x = 1410 45° 52,7” » 8219 45' 52,7", 
11) I x = 100° 40' 14,9" s 280° 40' 14,9”, 
12) 4 x = 60°43° 21,5” „ 240° 43° 21,5”, 
13) I x = 8714 20” „267° 14° 20%, 
14) x = 133° 50° 37,8” „ 3130 50' 37,8", 
15) Ix= 471718" 1320 4242. 
16) I x = 25051/ 3,9% s„ 834° 856,1“, 
17) I x 35011471” » 215° 11° 47,1”. 
18) 4 x = 58°19'41,5" » 2330 19° 41,5", 
19) I x = 26°58'473° „ 153° 112,7”. 
20) I x = 48°38'19" =» 816% 21° 41“, 
21) x 4037291" = 1840 37° 29,1”. 
22) 3 x= 21°10'10,1“ - 201° 10’ 10,1”. 
93) 4 x—= 1747'16,7” 3 1620 12° 43,3”, 
4) I x= 417284" » 315% 42’ 31,6”. 
5) I x= 11017271” » 1910 17 27,1%. 
6) I x = 3301 18" + 2130 19 18”, 


16 Erſter Abſchnitt. 
28) I x — 330° 531 41,7”. 


29) I x = 1910 5 48,2«. 

30) I x —= 127° 42’ 13,9”. 

31) I x — 280° 11. 33,3". . 
32) I x— 79° 17 41,1". | 
33) 4 x = 251° 37° 30,2". 
34) 4 x — 344° 58° 36,6". Ä 
35) I x — 151° 17374". 

36) I. x = 115° 48° 32,8". 


37) A x == 329° 12’ 19,2”. 
88) I x = 184° 43° 40". 

89) x 630 26° 5,9". 

Andeutung.. Hezeichnet x den zu ſuchenden Winkel, 

ſo ſoll ſein: 





osx=4sin x. 


Setze nun hierin für sin x — VIT cos%x und löfe vie 
erhaltene Gleihung nad) cos x auf. Man findet cox—=rY +, 
woraus nun I x leiht zu beftimmen ift. 


Oder: Aus cços x — sin x fig 2=tgx u. |. w. 
40) Bei einem Winfel von 36° 52° 11,6”. 
Andeutung. Nah der Bedingung hat man 
4 sin x — 3 cos x, 
woraus ſich ähnlich wie vorhin der Winkel x Finden läßt. 
41) x = 21° 28’ 14,5". 
Andeutung. Es ſoll fein: 
sin x = I cos 2x, 
oder nad 8. 16 (2): 
2 sin x — c08%x — sindx = 1 — 2 sin%, 
woraus folgt: 
sin x — — n. ſ. w. 
42) Bei einem Winkel von 60°, 
Andentung Man bat 
'tgx==2 sin %, 
woraus mittelft 8. 3 (3) u. 8. 16 (1) x leicht zu beftimmen if 
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"11,6". 
ige co$x = 
27,9". 


x 4. 
ührt man Fe für cot x ein, entfernt 





» fegt sin! — 1 — cos?x, fo erhält man 
4oax+1=(0, 

t finden ift. 

"29,7", 

* 12,69". 

ntwidle sin (x + 45°) nah 8. 12 (1) 
i die Refultate (18) in 8. 7. 
59. 


ter _ 148° —1gx 
Fix Ifwigr 


ach 8. 17 (11) if. 
Zeiten. 





ach 8. 19 Wr. 4. 9 iſt 


x 
IE = 000 9x x. 
;x 


tach 8. 19 Nr. 4. 17 ift 
tg (45 — x) — 2tg 2x. 


intwidfe sin 2x nad) $. 16. (1) und fege 


von, 
». Trigonometrie. 4. Aufl. 2 


18 Erfter Abſchnitt. 





Andeutung Gebe tg x ftatt — - und cot x ſtatt 





co8 X 
sin x 
0) &% x = 53° 1' 48". 
Andeutung. Aus der vorgelegten Gleihung folgt un- 





- mittelbar: 2 sin x — I4 ecos x — cos 


44) a) x, 4,685; X = — 3,186. 
b) x, = 24,783; x, =, 10,074. 
c) x; =— 10,04; x, = 80,02 _ 
d)x,= 0,31294243; x, =— 0,683717. 


e) x, = 0,07603264; x, = 2,928242. 


Abſchnitt. 
gonometrie. 


40. 


ber Berechnung bes recht— 
eiecks beruhen. 
99,307; 8 — 42° 14, 
1,2157%; @ = 390 45° 48", 
3,3355"; 8 = 430 31° 40". 
‚8122=; 8 — 799 47° 20”. 
09 40' 5"; 8 = 790 19° 55. 
0 501 5,2; 8 — 470 91 54,80, 
467,9”; 8 — 43° 44! 26". 
1244; 9 — 16° 15° 36", 
22/49”; 9 = 22° 37 11”. 
je; 8 — 860 59. 11,7%, 
01,9”; @ = 36° 52° 11.6”, 
ı & = 31° 30’ 11,3”. 
"49,9"; 8 — 43° 36‘ 10,1", 
56' 32,25”; @ = 78° 3' 27,75”. 
51° 18,1”; 8 = 560 8° 41,9, 
u = 380 43° 4,8". 
7,5”, & = 54° 47' 26,6". 
2m; 8 — 650 15° 42,73%. 
"47,8"; 8 — 30 26' 12,2”. 
055° 47,8"; 8 — 48° 4 12,2%, 
13° 45,27%, 8 — 72° 16' 14,73", 
6"; 4 = 390 44' 39,63", 
2* 








| 
i 
i 
| 
i 
i 
d 


20 
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23) a = 151,68"; b= 78,74; a6 
24) b= 149,52"; c = 193,77; a = 3 
25) c — 290,9"; @ — 31° 45° 37; @ = 
26) b—= 238,58”; & = 34% 45' 53,17”; , 
27) a= 218,42”; @ = 44° 41' 22,81"; 6 
28) b= 210,42”; c— 318,58”; 8 — 
29) a = 264,48”; e 334,19; 6 — 3° 
30) c = 338,9"; a = 27° 56,417"; = 
31) b = 319,2”; « = 18° 12' 18,88° 4 
32) a— 49,66%; @ = 7° 47° 14,69 8 
33) a — 424,6"; b = 3712,89”; 9—= 8 
34) a = 387,6”; b= 27,58”; « — 85' 
35) b= 379,2"; c = 412,82"; «= 2 
36) a — 1242,79”; c — 1957,21”; a = 
37) a — 1559,99%; b— 15127; 9 — 4 
38) b= 1512”; @ = 71° 9° 28,62”; 4 
39) a — 1576,8”; b = 482,67; a — 7. 
40) c= 12410”; @ = 66° 10‘ 10,95" 8 
41) b= 17,952”; &@ = 75° 22' 22,84"; 4 
42) a— 720,62”; @ — 55° 1' 59,14"; | 
48) b— 54,253”; c — 79,415"; 4 
44) a — 43,848”; c = 1226,57”; @ 
45) b = 12104,06”; c = 12107,3”; & 
46) a — 382,545”; c — 1248,904”; @ 
47) a = 870,72”; b—= 1530,098”; 8 = 
48) a = 6429,6”; b— 15300,98”"; «& = 
49) c = 1532,402”; a = 3° 8' 82,26", ı 
50) a— 2158,65”; & — 82° 44° 40,33°; 
51) Höhe der Stange = 11,495". 

52) Höhe des Berges — 324,17”. 

53) Länge der Strede — 34,5294”. 











-54) Entfernung der zwei Punkte — 45,9' 


Andentung x=h (ct 4 — cot 
— hsin @—- PM) 
sin @ sin ⸗ 
55) Länge der Straße — 2349,23”, 
Andeutung xzsina=h. 
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56) Unter einem Winfel von 570 28° 42,7”. 
__ 46,44 
29,61 
57) Einen Winkel von 34° 11’ 20,3”. 
58) 9,5845 °%/,. 
Andeutung x= 100sine. 
59) Einen Winfel von 4° 46’ en 
60) 29 51’ 57,5”. | 
61) Unter einem Winfel von 55° 42,8", 
62) AB— a sin (ea — P), 
cos @& | 
Andeutg. CD =a cos f, BD=CD tg f, AD={CD tga 
AB=AD—- BD=(CD(tga — tg Pf) 
— a mh — N, ß) 
—_.® 608 BI( — 
cos & cos ß 8. 17 Am). 
63) Höhen = 79° 22' 49,2” und 32° 22° 48,8”; 
Efliptiffchiefe — 23° 30°. 
Andentung Sind vie Höhen @ und 2, fo folgt 


Andeutung. tg 








1 
A a 
Efliptitfchiefe — "—f — 5 = 28° 30° 


64) 449 50° 18,1”; 820 1° 53,5° und 53° 7’ 48,4. 

65) Seite — 538”, 
Andeutung. Siehe die Höhe zur dritten Geite. 

66) Seite = 2592”; Winfel = 58° 36° 12” u. 520 35° 8”, 
Andeutung. Ziehe die Höhe zu einer der gegeb. Seiten. 

67) E = 20049400 Meilen; e.= 51840 Meilen. 

859,5 ,___ 859,5 

sin 8,850 ° — sin 57° 

68) Halbmeffer der Sonne = 93313 Meilen; 
Halbmefler des Mondes — 234,48 Meilen. 


Andentung. Bezeihnet r den Radius des Geftirns, 
E feine Entfernung, & den ſcheinbaren Durchmeſſer, fo ift 


Andeutung. E= 





[4 4 
r=Esing 


wo nun der Werth von E nad) Aufgabe 67 einzuführen ift. 


22 Zweiter Abfchnilt. 
n „__ 2.008 @ sin 
69) DF = —— 
Andeutung. DFtga=(a— DF 
70) Katheten — 52,239” u. 43,532"; Wir 
und 399 48° 20,1”; Inhalt — 1137,047 DI” 
71) Katheten — 28” u.96* Wintel—=16 1! 
72) Katheten = 48” und 64”; Hhpoten 
— 53° 7 49,3” und 36° 52° 10,7”. 
73) Die Seiten find — 85,023"; 100,8 
Andeutung. Bezeichnet man bie 


die dem I 48% 8° gegeniberlie, age 8 
andere vu z, jo hat man die Gleihung 


E- © = 4287,2727 und ı — tg 40 


woraus fih y und z Igicht finden laſſen 2 
808 4008' 


© xain 4008 





Der 4 





2 
74) Die Winfel find — 36° 52' 11,56” 
die Katheten = 21,63” und 28,84”, 
Andeutung. Die Katheten find 36,05 
alfo hat man: 
"86,05? sin@ cosa 





\ 3 = 811,9046, © 


2 
— ſsin 20 = 311,9046, 
woraus nun der eine Winkel zu finden iſt. 
ergeben ſich dann leicht. 
75) Zwei der Winkel betragen 47° 21'2 
— 85 17° 4,6”; der Inhalt beträgt 76,619 
76) Inhalt = 16,601 OD". 
2 
77) Inhalt — 5 sin o. 
78) Schenkel = * ,2155”; Inhalt = 15 
782) Inhalt = 5 "ig a. 


79) Schenkel — —* Winkel — 690 592 
und 40° 155,06”. 

80) Grundlinie= 30”; Winfel— 82022: 
und 150 15° 22,8"; . 
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29,2574”; Winkel = 51° 31° 58,9; 
30 56° 2,2”, oo. 
ind: 62,21544=; 49,78456” und 79,682”. 
.  Bezeichnet man die am gegebenen Winkel 
ourch x, fo ift 
= = tg 380 40° x. 
1b: 242,0558”; 250,6558” und 348,4529”. 
37,0651” und 53,81306”. 
165,565" und 786,3243. 
9,91143” und 56,07137=, 

Bezeihnet man die am gegebenen Winkel 

uch x, die andere durch y, fo ift die Hypo— 

— x — y. Bilde nun biernad zwei 


= 55,3764”; Schentel = 34,317”. 
Bezeichne die halbe Grundlinie durch x ꝛc. 
U cos « 


ai) Schenkel = 


2® 2 
2, 4 cos‘ 3 








5 


157°; Grundlinie = 170”; Inhalt — 


= 10,563555=; Schenkel — 16,901688=; 
= 360 25 11,6%. 
= 18,32168”; Schenfel = 41,67832=; In 


39m; Winkel — 64° 38,8”, 64 38,8” und 
t = 3120 OD”. 
5917=, 
nd 10,0002”. 
>74,066 D®. 
7914=, En 

Die Höhe iſt x sin 1280 18 12”, alfo 
in 1280 18° 12” — 128,4. 
und 138° 53° 16,4%, 
,,378”; Inhalt — 19357,43 DI”. 
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98) Inhalt = 5641,2 DI”. 
Andeutung. Fälle (Fig. 1) 
DF und CG | AB, fo ift 
DF = AD sin A (= 60,3089") 
AF=AD cos A (= 58,1694”). 
und da A B = 45° beträgt, A 
GB=(0G=DF. 
Beftimme nun hieraus AB u. f. w. 
99) Inhalt = 729151,3 I”. 
Andentung. Suche (dig. I) DF(—= 635 ‚7784”), dann 
AF (= 579,8674*) und hierauf BG — = 5 (= 735 ‚604°). 
Mittelft der gewonnenen Refultate befmme alsdann DC = FG 
(= 489,1286”) und endlich den Inhalt. 
99a) Inhalt = 69562,29 I”. 
h sin (@ + #) 
Andeutung. Man hat (Fig. 1) 
AF=hoote, GB= h cot A, 


alfo iſt 
DC = a— h(eoot«+cot P)=a — 





„sin sin («+ P) 


F SnF 
101) Inhalt — ſ2 e — a cos a - Ybr ar eine =] nun | 


Andeutung. Man hat (Fig. 1): | 
DF=asina, Af=acose, GB= b2—— a2 sin ®«. | 


[8. 17 (18)] x. 


Beitimme nun hieraus DC u. f. w. 
0 2 
102) Seite = 2 Rain ne Snhalt = * sin Tr 


Andeutung. Der einer Seite entſprechende Centriwinkel 
iſt sco und ber Inhalt des n ds = dem n fachen Inhalte 
bes betreffenden gleichſchenkligen Dreiecks ꝛc. 

103) Seite = 2r tg I; Inhalt = nr?tg ZT 


Ze 


cos 


ene Trigon 


3 verhält 
= «@:3861 
8 





a 
2 sinz 


Sector bef 
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Das Segment ift = Sector — Dreied, oder — Sector 


2 

17 & T 

2 sin * 008 — — Sector — — si 

— r’ sin — cos — = Sector sin a& ic. 
2 2 2 


113) Inhalt = 115,692 DI”. 
Andeutung. Der Bogen für r = 1 in — = 1,8, 


wozu man aus der Tafel, welde die Länge ber Rreisunfänge 
für einzelne ©rade, Minuten und Sekunden enthält, den ent- 
fprechenden Gentriwinfel = 103° 7' 56° findet. Nun verfahre 
man wie vorhin. 


Anmerftung. Den Sentehvinel findet man ud aus der Pro- 
portion : 18 = 360° 


114) Inhalt = — sin a) 


114a) Sehne — 8 898”, 

Andeutung. Bezeichnet x den Centriwinlel und man 
drückt hierin den Inhalt des Sectors und Segmentes aus » 
erhält man nad) einiger Reduction bie Gleichung sin x = 7 
woraus x auf eine ber in 8. 28, Aufg. 5 angegebenen Arten 
berechnet werben kann. Die Sehne ift alsdann leiht zu finden. 

114b) Einen Winfel von 108° 36’ 14”. 

Andeutung. DBezeichnet x den zu fund Bintel, fo 

folgt al8 Bedingungsgleihung: 2 | 


— — 


. x -. 
sın x — vᷓ0⸗ 
MX. — 
und hieraus —1 1 — log — — 
hie 0g sin x 08 Fd⸗ 0, 


woraus x auf eine der in 8. 23, Aufg. 5 angegebenen Arten 


beftimmt werben kann. 
114c) Eentringinfel = 132° 20° 47". 
Andeutung. Bezeichnet x den Eentriwinfel, fo erhält 
man- "bie Gleichung 
| a mr 0 
4 J myma, 


oder sin x = 15 1800 (x — 90): 


Seße nun x — 90 — y atfo x 90 + y, 


> “ - 
„” 


jo folgt cos y en y 


und hieraus nad 8. 23, Aufg. 5:.y= 42°.20' 47° u. |. w. 





fl 


A»... 
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1158) Radius = 154,52”; Seite⸗ 290%; Inhalt⸗29032,68. 
Andeutung. DBezeihnet R den Radius, fo ift 


R sin 680 87°7,6" — a. 


Suche hieraus R, dann bie zur_britten Seite gehörige Höhe zc. 
116) Im Verhältniß von 1: 0,9588384. 
Andeutung. Aus der Droportion 
2:1 860°: 
finbet man ben Gentriwinfel & und Hieraus die entjprechende 


0 
Sehne — 2 sin. Ufo verhätt fig 


< 
Bogen : Sehne = 1: 2 sin — u. f. w. 


1162) DA = DE = 304,74”; Bog. ABE — 250,6”. 
Andeutung. Bergl. E. ©. 8. 97 und $. 112, Aufg. 4. 
Zuf. « und A. 





aein > 
1— einz 
Andeutung. MN— (MH -- HB— CB-+- CD) sin > 
1 a 
+ ar +, sın D* 
| sin; 


118) BD— — atgf+ VeeA@Haitgß).. 

Fig. Andeutung. (Fig. 2). 
1. Aufldfung. Berlängert 
man beide Örenzen bis fie ſich 
in G fchneiden, fo ift 
D6G=BD-+atgf—=CDtgP. 
Beitimmt man. nun hieraus die 
Inhalte der Dreiede CDG und 
ABG, fo ift aus der Gleihung 
J=ACDGE — A ABG die 
Strede BD leicht zu finden. 


2. Auflöſung. Ziehe AH // BF. Beftimme HC — = 
und dann aus 





a-- CD 


I = 3 


BD 





bie Strede BD. 





. 
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Es verhält ſich 
= DG?; BG (E. ©. 8. 178) 

} 147. 8, 

t: A ABG = DG? — BQ?: BG® 


a ts )* — aftg? fh: aftg?ß. 

2A + artgtß u. ſ. w. 
J= A ACH + BHDB 

'.BD?2-+ 22.BD u. ſ. w. 


ne(r +4n) sing 


. @ 
y=(n+n)sin 3 


s=(n+n) sin S 
uf. w. 
Igt hieraus: 





1- sing 


1-+ sin; 


r 





2 
1— sin - 


+5] 





3 
in @ 
1—sinS 


— 

14 sin 
u. ſ. w.' 

a Ider Aufg. 4 bes 8. 19: 


r welise — 


r tg⸗ (er — 


4 


8 
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„er tee 450 — u. ſ. w. 
Anmerkung. Die Radien der aufeinander folgenden Kreiſe 
bilden alfo eine geometrifche Reihe, deren Quotient = tg? ons iſt. 
b) Aufgaben uͤber die Anwendung der Saͤte vom 
ſchiefwinkligen Dreieck. 
119) b = 23,70196”; c = 36,033”; & = 77° 35 20". 
120) b = 715”; c == 959"; y = 590 29' 23,2”. 
121) b = 891,462”; c = 504,373"; & = 25° Y. 
122) c = 269°; b = 676"; & = 82° 14° 34,71". 
123) b = 790,96”; y = 52° 358’; & = 68" 48’ 40". 
124) c = 219”; & = 41° 6' 43,5”; # = 90° 57° 47,1". 
125) & = 37° 29° 17,7; 6 = 51° 29’ 18,9", y = 91° 1 23,4”. 
126) & = 53° 7' 42"; $ == 59% 29° 30°; y = 67 22° 48, 
127) c = 195,721”; & = 50° 34' 53,27; # = 85° 18’ 48,68”. 
128) b— 19572,1”; c = 21724,9”; & = 6° 28' 35,2". 
129) b = 217,249”, c = 468,169” ; y = 44° 6' 18,05". 
130) & = 63° 37' 7,6", 8 == 46° 23' 49,85; y = 699 59' 2,54, 
131) c = 7269,6”; & = 67° 12' 26,8”; y = 25° 56’ 5,5". 
132) b = 25”; # = 28° 4' 20,95” y = 730 44' 23,3". . 
133) & = 46° 23'49,88°, #6 —=36° 52’ 11,65; y= 96043'58,47”. 
134) c = 396”; & = 15° 11’ 21,438”; 4 = 18° 55° 28, 719%, 
135) b = 26”; c = 115"; & = 103° 5’ 33,289. 
136) b = 20,5”; c = 101”; y = 77° 19 10,421”. 
137) b = 132,61”; c = 180,89”; y = 70° 10' 28,192”. 
138) & = 38° 40'10,72'; #= 64° 38,759, y=177°19'10,62”. 
139) Seiten: 113,8542”; 92,14646” ; 37,9514”; - 
Winkel: 115° 43° 39 und 46° 47' 51”. 
140) Inhalt = 60690,63 D”. 
141) Inhalt = 63240 Di”. 
142) Seiten: 42,7445” und 33,4734”; 
Winkel: 88° 4’ 38,3 und 53° 7° 51,7” 
143) Winfel: 20° 44' 31°; 32° 5° 21,1” und 127° 10’ 7,9". 
144) Winfel = 22° 13' 46,8” oder 157° 46’ 13,2”. 


Undeutung. Nach 8. 34. 
145) Seiten: 365” und 246”; 


Winkel: 7719 10, 54 und 610 34° 6”. 
146) 1061,68”; 909,0139” , 795,1032”, R 


mometrie. 
Kreiſes = ] 


Kreiſes = 4 
= 113,657=; 


Kreiſes = 1 
Kreiſes = 4 
= 15,4"; 2 


4 j 
—_,c- 
sin I ‘ 


RA 
2 
en Winkeln . 


[s. 17 (18)] 
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h 
151) R— 2snasınfß 
Ä Andentung. Bezeichnet x die dem Winkel © gegenüber- 
liegende Seite, fo ift . 


oh 
sin 


h== 2Reine sin f u. |. w. 
asinf sin? bsin- sin! csin- sin? 
2 2 2 2 2 2 
15la) ro — — - _ ——  — — * 


s8* co ß COS < 
cos 3 83 2 





= 2Resine, 





alſo 


ß cos? ° ost ® cos 
a cos 205 beeos ap] e cos ꝗᷓ CO8 5 


— —— r. ⸗ 
cos? cos ß cos 7 
2 2 2 





— — — 


152) 4Roinqꝗ eins sin? tu = 4 Rein Jeosh cos} ; 
® inf cool; nn — & cos cos:. 
tn = AR 05 sin c083; Te 4 R co85 c085 cos⸗ 
J=2B?sin « sin £ sin y. 
Ä a sin. sin 
Andeutung Nah 15la iſt — — — 


cos 2 


Führe nun aus ber Gleichung a=2Resin« ben Werth 
von a ein u. f. w. Bezeichnet ferner h die zur.Seite a gehörige 


Höhe, fo ift nad 151 
h=2Rsin f,iny, 
alfo J-S Rheine u. ſ. w. 
I52a) DJes-4(hnb+nc—na) x. 

2)a=2Rsino, b=2Rsinf, c=2Resiny x. 
nad 8. 19. Aufg. 5. 4. ⸗ 

3) folgt aus 152 u. $. 19. Aufg. 5. 22. 

4) Ergibt ſich aus 152. 

5) Nach 152 bilde zunächft die verlangte Summe, drüde 
alddann die Bunctionen der ganzen Winkel durch Func⸗ 
tionen der halben Winkel aus, berüdfichtige alsdann 
152a 2) u. $. 19. Aufg. 5.21. 
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und fomit im A ABF 
wre) 3-93] +(c—a— by⸗ 


oder 
4 abtgz w-le—a—d 
oder 
BEIN 7 are re BER 
Ebenfo wird 


a+e+2Ya.c. is tg, —b 
—— 
und D——— 
Da nun nad) der 19. Relation der 5. Aufg. des 8. 19 jedes 
der Produkte 
“ a, _ß ©, 7 ß, — 
tg; tz, 183 t853, t83 tes 
Heiner als 1 fein muß, fo laſſen fidy ftetd drei Winfel a,, &,., yı 
jo beftimmen, daß die Beziehungen ftattfinden: 


. (@) 











S—c 
Ä 185 is = (08°, = S 
S—b 
tg> tg3 = cos’, = Sl 00..©® 
ig tg cosꝰœæ, = 8 F I | 


wenn S-5@a+b+9) 
Hieraus folgt der Reihe nad: 
e=S (1 — cos?y,) = S sin’y, 
b=S(—c0s#,)=Ssin), %. . . (4) 
a — S (1 — cos’a,) = S sinde, | 
und wenn man bie Werthe (3) und (4) in bie Gleichungen (2 
einführt: 
+b-+2 cos 7, Ya.b= S sin?y, 
a+c+2cos 6, Va,c= $ sin2f, ....() 
b+c+2coa,VYb.c= S sin?e, i 





eye 2 


a» _ 
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ner ben Werthen von c, b und a in (4) ent« 


c=Ssin’y, 
b=S sin?ß, nn. (6) 


a —⸗ S sine, 


yye noch zu beſtimmende Winkel find, fo ergibt 


+2 cos y, sin a, sin 43 = sin?y, = 1 — cos?y, 
+2 cos £, sin a, sin y; =sin?), —=1 — cos?ß, 
+2 cos a, sin f, sin y, = sinde, =1— cose, 


yı sin @, sin A, + sin?e, sin?f, = 1 — sin?a, 
— sin?#, + sin?e, ein?£, = cos?a, 0082, 

» £, sin @, ein y, + sin?e, sindy, =1 — sin!a, 
— sin?y, + sin?e, sin?y, = cos?a, CO8?y, 

i Pr sin A, sin yy + sin2ß, sin?y, = 1 — sin?ß, 
— sin?y; + sin?ß, sin?y; = c08?ß, co8?y; 

beiberfeitd die Quadratwurzel auszieht: 

‚ + sin o, sin 4, = + cos a, cos ß, 

‚+tsngesiny= +cosa,cosy 

ı + sin #, sin yy = + cos 4, cos 5 


c08yY, = + 008 (a, + ß,) 
‚co A = + (; + 7%) 

cos a. ⸗cos (4, +7) 
entweder 


Br A=maty, a=htn: (ſP) 
1a —hı M-A=n— Yu 
R-y-h— ta 


eichungen jedoch für den Ball, daß die drei Kreife 
Dreiecks liegen follen, nur die erfleren drei Bes 


tion der Gleichungen (7) erhält man: 
tAtrentAte) 
3 
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und wenn man hiervon ber Reihe nach jede diefer drei Gleichungen 
(7) fubtrahirt: 

y =ı -tAH+ a) 

Bm At) 

Hl + hf — a). 

Man erhält fomit nad) den Gleichungen (6): 
e=Ssny=4@a+b+o)sint!(- „tpA+e) 
b=Ssnd,—=4(a+b-+e) sin?! (yı — Pı + a) 
a=Ssniyg=4a+b+o)sint(n+ A — ee) 
wodurd die Mittelpunfte beftimmt find. 

Anmerfung Um hiernach die Entfernung des Berlihrungs- 
punktes des Kreiſes B mit den Schenfeln des Winkels 4 von deſſen 
ig. 2b. 





pP 
Scheitel zu conftruiren, made man (Fig. 2b) KlJ=a, KL=- JH — b, 
KM=KH=c, KN=5=4(a-+b-+c), beſchreibe über KN als 
Durdjmefjer einen Halbkreis, ewrichte in den Punkten I, L, M auf KN 
die Perpenpifel PJ, QL, TM, made Dog. PV = Bog. QT, halbire 
Bog. KV in W und errichte WZ I KN, p it KZ = b. 
Beweis. Kl=a—=KPsinKPJ i 
| — KN sin? KNP Ä 
== 8 sin? KNP. 
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Andentung. Bezeichnet man bie den gegebenen Win— 
fel_ cc gegenüberliegende Seite durch x bie dritte Seite durch 
z, fo bat man nad) $. 33: 

s:z—=cos4(@ — P):cooy (ea + P) 
und nah $. 30: 





2 8sin 
sin (e +) 
Ferner ift der Inhalt. nad) $. 34: 
x⸗ s2? sin @ sin cos? t4(« + P) 
— Fein in (a EB) oo (a 9) 
_s?sin« sin 4 cos os ; (@ + P) e. 
4 sin4(a+ß) co? + («— P) _ 
155) Dritte Scite = demy(e+ +P), 


sin 4 (a — P)’ 
‚_ Isin @ sin Ptgs («+ P) 
in 4 — A) 
Andeutung. Behalten wir die Bezeichnung wie in vor: 
bergehender Auflöfung bei, fo folgt nad) 8. 33 
2 = sin4(a—ß): sint («+ 9) 
z sin @ 
x = sin (@ + 8) u. ſ. w. 
Anmerkung. Zur Löſung der Aufg. 154 und 155 kann auch 
8. 32 benutzt werden. | 


* 2Jsin« 2) sing 2 Jsiny 
156) 1, 
sin £ siny’ sin « siny’ sın «sind 


Andeutung. Bezeichnet man die den Winfeln &, $, y 
gegenüberliegenden Seiten der Reihe nad durch x, y, z, jo hut 
man nad 8. 34 die drei Gleichungen: 

xz sin d = 2, 
xy sin y= 2J, 
yz sine = 2), 
woraus ſich leicht Die Werthe von x, y und z entwideln laſſen. 


Anmerkung Man kann eine Seite 3. B. x auch dadurch finden, 
dag man aus den Gleichungen B 
'xzsin® = 2J 
und xsiny=zsin« 
die Größe z eliminirt. 
.157) 360” und 460”. 


Andeutung Beitimme nah 8. 33 merſtr die Differe 
der beiden anderen Winfel u. ſ. w. 











h 
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wir die den Winfen @, A, y gegenüber 
iehentlich durch x, y, z und ben Inhalt durch 








2 

Rei 
. Nach 8. 30 wird 

‚sin @ , xeiny 

sin @ sin 

a+sinß+ Ey} 

sine / 
hierauf die in $. 19 Aufg. 5 gegebene Re— 


mns . 
“m -Fn)% sın a. 
3. Die zwei Seiten find nad) der Aufgabe 
ns 
Fr und ayı u. ſ. w. 
ind: 17,05”; 12,18” und 14,21”; 
1”, 44° 43‘ 37° und 55° 11’ 12“, 
25 D”. " 
. 1) Bezeichnen x, y und z ber Reihe nad) die 
a Höhen 10”, 12” und 14” entſprechen, fo ift 


=12y= 1, 
-3: ı=-x 
6 7* 


- ———r 0700 ” 
“T 71x * 
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Subſtituire nun in die für den Inhalt eines Dreiecks in 
. 89 gefundene Formel S = au x, fo ergibt “ die Gleichung: 


107 x 22 are 37x _ 

dx — — 056 “74279679, 
woraus x Gefunden werden fann. Die übrigen Seiten, fo wie 
ber Inhalt und die Winkel find alsdann Leicht zu berechnen. 

2) Beftimme in einem Dreied, deſſen Seiten 1, 2 2 oder 
42”, 35” und 30” Länge haben, ven Winkel &, welder 30 
gegenüberliegt und alsdann aus der Gleihung 

x. dx 
2 
ven Werth von x u. f. w. 
161) 161”; 125”; 174”, 

Andeutung. Bezeichnen wir Die zwei ben gegebenen 
Winkel einfchliegenden Seiten durch x und.y, bie ihnen gegen- 
überliegenden Winfel bezüglich durch & und 4 und die dritte 
Seite durch z, jo haben wir 

‚xt y+t.z== 460, 
aljo. x? + y?+ 2xy = (460 — 2). 
Aber nah 8. 31 ift 
x? + y2 = 2? + 2xy cos 62° 39° 26,7”, 
oder da 


sin & 





5x — 


120. 
I sin 62% 39° 26,7” „ 


2 
— 120.2 
TE sin 620 39° 26,7" 


aud) 2 
120 „ 
2 — y2 _—— 62° 39 26,7 
tr y⸗ — sin 620 39° 36, 7 eos s 


—= u? + 240 2. cot 620 89 26,7, 





folglich 
2242402 . cotG2039 26,7 — 240 2 — (460 — z)2 
sin 62° 39° 26,7 ’ 
woraus die Seite .z nun Teicht berechnet werden Tann. Die 
beiden anderen Seiten ergeben fid) dann aus den Gleihungen 
| xy sin 620 39° 26,7 = 120 .z 
und x-+- y == 460 — z. nn i 
162) BE=2y2(b? + c%) — a; AC = 1/2 (a?+c2)—b2; 
AB 32 LE), Inh. = 4. —— (—c), 
wenn die Summe a-+ b + c = 2s gefeht wir. 
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Fig. 2c. Andeutung. 
(Fig. 20.) Macht man 
oo, zieht 


EG und EF, jo ift 
EG # FC und wenn 
manEH / / ADzieht, EH 


— tAD=5 (€. ©. 


$. 81, A 3), CH= 
HD=4BC,BH=}BC: _ 
Beſtimme nun nad) 
$. 81 in ben Dreieden 
J EHB und EHG Aus- 
6 drücke für cos EHB und 
cos EHG, bilde hier- 
eihung und entwidle daraus den Werth von BO ıc. 
ı Inhalt zu beredinen, conftruire man über BE und 
rallelogranım BECK, fo it ED—= DK — AF, 
TH AD oder FKE= a. Nun ift 
K=AFDB; AFDC—= A FDE; 
X = A DBK = A DBF = A DCE, 





{= BOEF = A ABO — A AFE 
= AABO— HAABC=} A ABC 


I=4#+AFCK u f. w. 

D == 35%; 2 ABC = 70° 27° 32,7; 
 BCD = 60° 46° 56,7"; 

!D-= 135,4737=; BC = 137,1133®, 

tung. Beftimme zueift den I DCA, hierauf 

& BAC u. |. w. 

= 260262 D”. 

ttung. Berlege das Viered in zwei Dreiede und 

Inhalt eines jeden berfelben. 

net man ben von c und d gebildeten Winkel 

ält man nad 8. 31 u. €. ©. $. 113. A. 5 

'+2abcae=c+d—2cdeosa 


@-+di—a®!— b? 
wen ge) 


42 Zweiter Abfchnitt. 
Alſo iſt 
_(e+d4?— @a—b) 
He —— 
_@+b? — (e—d} 
1— osae = gabe 
- Beftimme nun hieraus 
sine =yV(1-+cosa)(1— cose) 
und dann ben Inhalt 
cd ab . 
5 sine +5 eine u. ſ. w. 
166) Inhalt = —* sin «. 


Andeutung. DBezeihnet man die zwei den I «@ ein: 
Schließenden Stüde ver beiden Diagonalen durd x und y, fo 
find die anderen Stüde D—x un d — y. 

Drüde nun nah 8. 34 die Inhalte der vier Dreiede aus, 
abdire diefelben u. ſ. w. 

b? sin y sın d — a? sin « sin f 
167) Inhalt = ——gnletN ‚wo d ftatt 
— (a +B+Y) fh. 
Andeutung. Verlängert man die nicht gegebenen Seiten 


bis fie einander ſchneiden, fo ift der Inhalt des Vierecks gleich 
ver Differenz zweier Dreiede, deren Inhalte nad 8. 34 leicht 


zu finden find. 
D? [sın «sin $  sinysind 
1) dihat —  ince-ra + nr 


—8 Vergl. die Auflöſung der vorhergehenden 
Aufgabe. 
169) 40° 48 16,1”; 780 35° 6,1”; 1390 11° 43,9 und 
101° 24° 53,9". 
Andeutung. Zerlege die Figur in ein Parallelogranını 
und ein Dreieck u. f. w. | 
170) Inhalt = 78396 I”. 
Andeutung. Zerlege das Fünfeck von A aus in Dreiede, 
171) AD = 7,60885”; AB == 9,13062" ; BC = 10,65239° 
CD = 13, 69593"; Halbmeffer = 6,62158”. 
Andeutung. Beftimme nad Aufgabe 165 die Seite, 
alsdann den Winkel A aus der Gleihung 
AB.ADsinA-+BC.CDsin A = 2 ABCD u. ſ. w. 











"Yan 
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35"; AE—= 308"; 4 D — 198° 55’ 28,7”; 
D”. 
ung. Zerlege das Fünfed in Dreiede u. f. w. 
168”; DE = 351"; A 1919 34° 20,79"; 
nhatt = 331134 O0”. 
35%; 2 D= 90%; B 124° 51° 34,8"; 
0”; 
105%; 4 C = 590 29° 23,144"; X D = 90°; . 
2' 48,486”; I F = 96° 1’ 32,07”; 
38,16 DO”. 
08”; A— 55° 47’ 40,35"; JG = 270°; 
4 D". 
ung. Sept man 
ER - 
mn 


eos 94 cos 79 + 08 9p + cos11p-++cos13p 
1 


2 
net man die Summe biefer Cosinus durch s, 


33p + cos5p + cos 7p + eos 99- cos 1194 
139 + cos 159 

nun beiderfeitö mit 2 cos 2p und berüdfichtigt, 
& 

= co («+ 4) + cos (æ — P).....(D, 


2(cosp + cosdp + cos5p + cos 79 4 
cos Ip + cos 1lp-+cos 13p + cos15p)-+ 
cos 179 — cos 15p 

28 + cos 179 — cos 15p 
2s—1-— cos 159 
23 — 1 + cos 29 


cos 20 (2s—1)=2s—1, 
¶ — cos 29) (2s - 1)- 0. 
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Da dieſe Gleichung offenbar nur flattfindet, wenn 


2s—1 =0 
ift, fo ift in der That 


Sept man nun 
s=xXx-+-y 
und hierin: 
x= cos 39 + cos dp + cos Typ + cos 110 
y=c08 9 -+ cos Ip +cosl3p-++ cos 15%, 
fo wird, unter Berüdfichtigung obiger Relation (1): 
2xy—=4cos 2p + 4cosdp +4 cos 6p-+3 cos dp + 
3 cos 1Op-+3 cos 129 -+ cos 149 +2 cos 169 + 
2 cos 189-3 cos 20p-+cos 229 + cos 249 -—+- 
cos 26. 
Run ift aber 





79 =2N, 
alfo 
cos 2p = --- cos 159 
cos dp = — cos 13y 
cos 69 = — cos 11 
cos 8p = — cos Ip u. |. w. 
folglich 


2sy= —4(c8Yy-+ cosdp-+ cos 599 4 cos 7p 4 
cos Ip + cos11y + cosl3p + cos 15%) 


- -4=- —-41.53-—}, 
ſomit 
xX —- 1. 
Da ferner 
1 
x+r y= 9 


fo erhält man: 


„irrt „_1lorN 
— 4 — 4 
Setzt man nun 
x— mn 
y-=m-+n 


bene Trigonometrie 45 
eos 59; m ⸗ cos P-+ cos 134 


+ cos 119; m’ = cos Ip 4 cos 159, 
zanz analoge Weije wie vorhin 


Imm=-ı-—} 
m-—4 
wu —4 


-n =+V34+2Yyi7 
-1=-4/34-2Yir. 
ya+ı+/3aH+3 ri] 
Hl ypmriHvern] 
Yu +1-YaF3yYı7] 

H+ yvyrFi-vrm 
var —-(r17 2] 

1 
$ vazım 4 517 —ı 
VrnZı veriü +vyw Zi. 

















s1l3p—= cos 149 + cos 12p 

= — (60839 + cos dp) = — m 
aus ben zwei Öleichungen 
P+colipy—=m' 


c08 ꝙ cos 19-—), 
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Da nun die verlangte 17 edfeite 
—=2sng—=2Yyll — cos%y) 


iſt, fo kann dieſelbe leicht in einer von ꝙ unabhängigen Bormel 
ausgedrüdt werben. 





c) Aufgaben aus der praftifhen Geometrie. 





a sin « 
178) AB — sin (e-&B) 
179) Breite AC = 34,2058”. 
180) AC— a sın « sin y 


sin («+ Msn +P+y) 
Andeutung, Beſtimme zuerſt AB in dem A ABD, 
dann AC in dem A ABC. 


sin & sin # _ 
At 
Andeutung. AB=AC-+ CB x. 
sin?y sin?(y+ 6) 
182) AB=a Vi («e-+#-+-y) sin®(#-+y+ it 
2sin(y+ d)sinycose \ 





"sine ++ y)sin(®-+Yy-+ 6) 

Andeutung. Beftimme nad) 8. 30 AD und DB, over 
BC und AC und dann beziehungsweife im A ABD ober 
A ABC nad) 8. 31 die Seite AB. 

Anmerkung Eine zur Yogarithmifchen Rechnung geeignetere 
Auflöfung ift folgende: 

Bezeichnet man die Winkel ABC und BAD bezüglich dur) y und 
av, jo verhält fih nad) 8. 30 

AB:AC=sin«:sing 
und a:AC=sin(«e+P-+y):siny 

woraus folgt: 








__asinasiny / (1) 
ABsntßtn 
Ebenſo erhält man aus den Proportionen 
AB: BD= sin d: sin y | 
und a: BD-sin@+7+9: sin ß | 
a sin __&asin 4 sin ö 


MBin@irrd' 


sinp — 


hie sin y—= 


Aus (1) und (2) folgt: 
sing sin « gin Sin 6 -409 


— Put 


siny sin@sindsin(« +#-+ 7) 
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n mun einen Winkel z fo beftimmmt, daß der betannte 


nesinysin @+ 7 +9) _ 
Bpsin den ++ 


tu 





6), (6) und $. 19 (19) 
tasnıw—n_ o_ 
Foaiyp Bu—n 
G—- 9) ⸗ its - y)te (abe — /). 
vtro=mßtr nennen 6) 


NEN. 
num Gieraus den Werth von y — 5, fo Können mit 
ung (3) die Winkel y und g und darnach der Werth 
erechnet werden. Man Hat nämlich nad Obigem: 
AC sin « asioesiny 

sing sm@trrtneing 











B 





ind asia ß sin d 

siny "ain@tp-Fö)einy 

\= 70 48° 50,1”. 

ıng. Beftimme in dem A ABD ben ADB, 
«DC den A ACD, ſodann-A CAD und endlich 
80° — (ABD + ADB + CAD). 

3,892”, 

ing. Beftimme nad $. 32 bie Differenz ber 
and BAC, alsdann diefe Winkel felbft und hier- 











na) (8.27) x. 
tg. Bei einer wirklichen Aufnahme werden die hori- 
nien nicht nad) dem Fußpunkte des Turmes gerichtet 
mfelben im einer Höhe begegnen, welde dem Abftande 
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Da nun bie verlangte 17 edfeite 
=2snp—=2y(ll— cos 
ift, fo kann biefelbe leicht in einer von g ı 
ausgedruͤckt werben. 


c) Aufgaben aus der praftifcher 
178) AB — tn « 





sin («+ 
179) Breite AC — 34,2058”. 
___  dhnasiny 
180) AO a Mina HE F 


Andeutung. Beftimme zuerft A 

dann AC in dem A ABC. 
sine sin £ 
181) AB= em) + ze 
Andeutung. AB= ACH CB x. 


any 
182) AB=a [ee Fer 
in (y + d) sin y cos 
ent P+nein(@+ı 
Andeutung. Beftimme nad $. 3ı 
BC und AC und dann beziehungsweife 
A ABC nad) $. 31 die Geite AB. 
Anmerkung. Eine zur logarithmiſchen 
Auflbſung ift folgende: 
Bezeichnet man bie Winkel ABC und BA 
v, fo verhält ſich nad) S. 30 
AB: AC = sina: sing 
und a:AC—=sin(@+P+Y: 
woraus folgt: 











Ebenfo erhält man aus den Proportionen 
AB:BD= sin d:sin y 
und a: BD—-sn@+7+9: si 
fur sin y= a sin # sin d 
ABsn@try+ 
Aus (1) und (2) folgt: 
si g_ sin “sin ysin (@-+y+ 


siny sinfsindein(a+ß+ 
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in einen Mintel zu fo beimmt, daß der belannte 


doysin @+ +) _ 


EEE Eee 


sin p _ 
inyian 

sin _ 
+ say” I+tga 
_me_ı_ 

sin y 1—tgu 
se Gleihungen in einander dividirt, 
ng 1—tgu 





(6) md $. 19 (19) 

sy) _ o_ 
ya 

BE EAU ZU ur DE (abe — /). 
VrRmhtr nen [6)) 


⸗ is 164 tg (it n). 

hieraus den Werth von y — 9, fo können mit 
8) die Winkel y und p und darnach der Werth 
iet werden. Man hat nämlich nad Obigem: 
sind___asinmainy 

19 snatfty)siny 

sind __asinpeind _ 

ay  ainlP+p+ö)siny 

7° 48' 50,1”, 

Beftimme in dem A ABD ven ADB, 
den A ACD, fodanı CGAD und enplid) 
— (ABD + ADB + CAD). 

2”, 

Beftimme nad $. 32 die Differenz der 
BAC, alsdann dieſe Winkel‘ felbft und hier: 
H 





«sn, 
==) 
f __Aasine 
ıB=AD sin Pu. Mean — (8. 27) x. 


Dei einer ‚wirflihen Aufnahme werden die hori— 
nicht nach dem Fußpunkte des Thurmes gerichtet 
ven im einer Höhe begegnen, welche dem Abftande 


a EN EAN Ares 


| 
| 
d 








SF” 


Bey a 24 


SNARTTEKBUBSTU TR TTNNZTTTER 
’ “ eo... ‚ WETTE 
” »'n “ J J 
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der Drehungsachſe des Winkelinſirumentes vom Boden gleich kommt. 
Man hat alsdann natürlich zu dem oben gefundenen Reſultate noch 
diefen Abftand zu addiren. Dafjelbe gilt auch bei den Aufgaben 186 


bis 188. 
asinytge 
186) AB = -. - _- 8 
sin (# +7) 


Anbeutung. AB — BC ‚B=-._ 
j se sin @+n 


V (cos? «+ cos? # — 2cose cos 008 Y)- 








187) CD— 


C082C08ß 


Andeutung. Es ift AO — _B_ AD = BE und 
co8 & cos £ 
CD? — AC? + AD? — 2 A0. AD cos y u. ſ. w. 


Anmerlung. Analog wie in $. 37 läßt fi au der für CD 
gefundene Ausdruck behufs bequemer logarithmifcher Rechnung umformen. 


188) AB = sin a sin A sin y 


V _ (a+b) ab 
en (#-+ysin (®?—y)sind« + bsin sin (# + e)sin(? — «)sin? | 
BC = AB cot a; BD= AB cot 3; BE = AB eot y. 


Andeutung. Nach 8. 31 hat man 
BD? + CD? — BC? 


1) cos BDC = SBD_on —” 
BD? + DE? — BE? 
2) cas BDE —= a BD.DE — 


Nun ift aber cos BDC = — cos BDE. Berbindet man, 
diefem entjprechend, die Gleichungen 1 und 2 und beräcffichtigt, 
daß 


u - B 
tg « 
AB 
BD= —— | 
tg ß 
u AB 
tg y 


fo erhält man die Öleigung: 
AR? * (tg? —tgdy) |, b (e’B— tg?) 
tg?y tg? 
Da aber 
te — tg?ꝰ — (ts +tey)(ef—tey) . 
_ Sin (P-+y) sin P —Y 


u, 


cos? cosꝰy 


= (a-+ b) ab tgꝰ4. 


-. 
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Gleichung über in: 
HN sn don) } b sin (#-+e) sin ($—e) 
sin?y cos2ß sine co828 
= (a + b) ab 18’, 

AB leicht zu finden ift. 
a+b (a—b)? absin(@-+f)sin(#-+y) 

+y| a many } 
tung: Setze A ABE= 6, fo verhält ſich 


a:AE=sin«:sind 








BC: AE— sin (æ + f): sin (d — ß), 
sin d _ (a-+ BO) sin (6 —£), 














na sin («+ ß) 

licher Weife erhält man aus den zwei Dreieden ODE 

e Gleichung: 

sin (d — #) (b + BO) sin d 

DEV N 

Multiplication beider Gleichungen mit einander folgt: 
ab (a + BC) (b + BC) 





ıasiny sin(@+ß) sin (d+y) 
gefunden wird. 
» 86,35®. 
fung. Segen wir J ACD = x und J ABD 
= 360 —(@a +#+y + x) ober, wenn 
jung den befannten Ausdruck 

30 — (++ 

y-)d-x 
er nach $. 27 in den AA ACD und ABD 
bsinx o sin , 


= ber — 
sin 4 ° siny’ 








sinxseiny= csin 4 sin (d —x), 
"= csin Asin d cotx— c ein 4 cosd, 
bsiny-+ c sin A cos d 


e sin £ sin d ' 
am Lehtb. d. Trigonomelrie. 4. Aufl. 4 


t x — 
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oder u | 
_ my 
eot x in sin gr etd, 
oder auch 


to x c sin ß sin d 
5 — beny+tcesnß cosd 
Beftimmen wir nun einen Winfel ꝙ fo, daß 


bsiny oo’ 
c sin £ sin d F 





wird, fo ift 
co x — cot ꝙ - cotd, 
oder nach 8. 17 (18) 


oder auch ; 
sin ꝙ sin 

Er np) 
Iſt hieraus A x gefunden, fo lafien fi) alddann leicht Die 
Entfernungen DA und DC im A ADC, fowie DB in dem 

A ADB berechnen. 
Anmerlungen 1) Sit A ACD+ JABD=x+y=6 

— 180°. fo wird sin d—= 0, folglich 





0 
Feng 

Dan kann ſomit in diefem Falle den vierten Punkt D nicht be= 
ftimmen, weil alle vier Punkte A, B, D, C in die Peripherie eines und 
defielben Kreifes fallen. 

2) Fällt A auf dieſelbe Seite von CD wie der Punkt D, fo wird 
« = 360° — A CAB. 

3) Fällt der Punkt D auf die Gerade CB, fo ift 


sin = sin y und sind=sine, c8d = — cos u 
b _cosa _b—ccose, 
co X = -—— b 
csin« sine csin«e 


4) Fallt D in die Verlängerung von CB, fo deden 4 und y ein⸗ 
ander, folglich wird " diefem alle 
_ cd _ b+ccosd 
cot x tg csind 
191) BF —= 212,37”; DG == 283,16”. 
Andentung Erfte Auflöfung (Big. 3) Zieht 
man die Centrale FG, ferner EB und ED, und jeßt 
£FBE= I/FEB=;y, 
jo iſt I. BFE = 180° — 27. 


u. |. w. 


Berlängert man nun DE bis H, zieht HF u. BK // HE, 
fo iftaud, wel HF //GD, BK //GD, 


alſo 
AÄBEH=4 IBFH=4# ZI FBK 


 BEH = 4 (Z BDG -A FBD) = 7° 97°, 
A BDE—=  BEH — (y — A FBD) Fig 3, 
— 27° 57' — Y, 
 EDG = 2% BDG.—  BDE 
= 7727 4 5, 
J. DGE = 180° — 2 // EDG 
— 165% 6° — 27. 
Nun ift in den gleichſchenkligen Drei- 
eden EFB und DEG: 
BE = 2 EF cos FEB 
—=2EFcosy ..... (1) 
DE = 2 DG cos EDG 
— 2 DG 005(7°%27’-+y).. (2) 
und nad 8. 27 verhält fih 
BE: BD = sin BDE:: sin BED . 
— sin (27057’—y): sin7027'..(3) 
DE:BD = sin (y — FBD) : sin DEB 
— sin or en70T (a) 
. Durch Gleihfegung der Werthe von 
BE aus (1) und (3) und der Werthe von 
DE aus (2) und (4) erhält man die 
Gleichungen: 


2 EFcosy = 





BD sin (27° 57° 
sin 727 
2 DG cos (70 27 + y) = 





BD sin (yon 30°) j 
a 


Da aber DE = ; EF ift, fo geht (6) über in 


BD sin (y — 20° 30° 
EF cos (7°27'-+-y) = ee, .... (7). 


Dividirt man nun Gleichung (5) durch Gleichung (7), 


ſo folgt: 
3 cos y _ sin (27°57°—y) 
. 4 cos (7° 27 - ) sin (Yy—20°30°) 
ober 
3 sin (Y— 20° 30°) cos y = 4 sin (27° 57’ y) cos (7° 27’ +), 
oder nah $. 18 (1): 
3 sin (?2y — 20° 30°) — 3 sin 20° 30° — 4 sin 35° 24° 
. -+ 4 sin (20° 30° — 2y), 
4* 


© | 00 
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oder 

sin (2y — 20° 30°) -. (4 sin 350 24° 
Hieraus findet man 

y— 240 37° 44%, 

Der Radius EF—=BF wird nun leid 

gefunden und DE — 3 ER. 
Zweite Auflöfung. (Fig. 3a.) 


und DC bis zum Durchſchnitt in H ve 
A BDH: 


Fig. 38. 





 HBD — 69° 30° 

 HDB — 54° 36° 

 BHD — 55° 54° 
BH — 850,703” 
DH — 977,552”. 


Segt man nun 
FB — 8x, 
alſo GD = 4x, 
und fällt FK und BL | DH, FM i_BL, 
KH = BH cos BHD -+ FB sin FI 
= 850,703 cos 55° 54' + 33 
476,9873 + 2,484181 x, 
FK = BH sin BHD — FB cos FI 
— 850,703 sin 55° 54° — 3x 
— 704,4836 — 1,681916 x. 
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ın nun GN _| FK, fo ift in dem rechtwinkligen 


'G2,— GN? -+ FN?, 
FG=3x+4x=7x 


DH — KH)? + (FK — NK)? 
977,552 — 476,973 — 2,484181 x)? + 
704,4386 — 1,681916 x — 4x)? 
500,6147 — 2, 484181 x)? + 
704,4336 — 5,681916 x), 
und dann 
FB=3z, 6D — 4x 
n kann. 
luflöſung. (Fig. 4) Setzt man FB=x, 


erhält man aus ben Dreieden FBH und DAG: 








J zus 4 Big. 4. 

_4x sin 4 — 
3 

x _xsine , 4xsinß N 

any Far Ko 

4sin ß Y 

a sın ⸗ 

u [ * Tr’ 

8 2 

typ 

.& 

ren. 1 

7 a) 


ws denſelben Dreieden: 
BC} 
sin y 
„ix si @+n 
sin Y 





BD sin y BD siny, 1 
Y)+4sin(?+7) sin(afy) —— 








' 
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4sin (P+r) _ 
Sein («+ 7) 
_ BD sin y 008? y 


sin (@-+Y) 
Führe nun aus (1) den für y gefundenen W 


ober wenn man 
ſebt, 





ie 


d) Aufgaben über bie Theilung vo 
192) AF= var 


sin asin £ 
Andeutung. Berechne DF, dann ift 
F.AF . 
J= - gen? x. 
193) AD = 57,9%; AF = 320,4”. 
194) AD — 28,84”; AG — 44,06”; AF: 
AH — 58,75”. 
195) AD — 294,66”; AG — 460,4”; AF 
AH — 859,2, 

1958) Die Entfernungen ber Theillinien 
Reihe nad auf AB : 31,639”; 267,85"; 4 
AC : 49,255”; 416,98”; 757,58=, 

195b) Die Theillinien fchneiden die Seite 
fernungen 211,49” und 360,32”, dagegen bie 
Abftänden 159,34” und 271,48” von B. 

196) Zwei Theillinien fehneiden bie Seite 
fernungen = 541,4166” und 812,154” von ( 
die Seite AB um 320,75” von A entfernt. 

c 





197) CR ga, + VERF 
Andeutung. Es ift 
A nor — E08 47, 
2 
) CE= GR ind 


ferner hat man 
ABER= I 17=AAF— A: 


DEI EN a _a( 
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.e. a.b, b.e . 
‘sin A= nein B= sin © 





27 = (+4) (FO) — I -a0- 0) 


Miet man nun aus biefen oͤleichungen bie Se CE, 
nan 
e? . d 
er) er ati) 
? gefunden werben fann. 
— 339,9"; CF = 265,4”. 
eV sehe 

bung. Man hat: 
\E.AFsina= 2); 
— p_m. a in (a +2. 

nun den Werth von AE aus 9 in 2) u. ſ. w. 
g. Eine andere 
olgende: Biehe 
EA, berechne 
7, AG 








na=2J 
PG:AF+AG 

‚ und AF. 
Theillinie ſchneidet die Seiten BA und BC in 

ıgen 27,779= und 63,157” von B. 

henrefultate. (Big. —8 A ABO 1754, 46)2; 

80 7° 48,8“; zig. 4b 

zo 3710,80; sn 

7,906”; 

368,750"; 

38,548 11"; 

eTheillinie vie Seite BC. 
= 24,92”; 

\= 12,56"; 

— BE — 38,74" 

[= 57° 14° 54; 
— 46,063"; 

= 90", 
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198b) Die eine Theillinie fehneidet die Seiten AB und AC 
in den Entfernungen 21,449” und 68,17” von A, die andere Die 
Seiten BA und BC in den Entfernungen 25,213” und 46,389” 
von B. 

198c) Die eine Theillinie fchneidet die Seiten AB und AC 
in ben Entfernungen 22,88” und 85,19” von A, die andere Die 
Seiten BA und BC in ben Entfernungen 22,504” und 34,604” 
von B. 

198d) Die beiden Theillinien fehneiden die Seite AC in ben 


Entfernungen 373,3" und 703,8”, die Seite AB dagegen in den 


Abftänden 554,02” und 675,13” von A. 
Zwiſchenreſultate. (ig. 44) AB — 931,13”; 
C= 750 27' 22"; I A = 40° 32° 37°; A ABC 
— 261604,6 DD”; A BCG = 59011 OD”; I BAP = 
110 45 1,3"; AP = 686,6”. 


199) ABl Vi + ? (p —2 


Anmerkung. Das doppelte Zeichen vor dem Wurzelausdrucke 
in dem für AB gefundenen Werthe zeigt an, daß noch eine zweite Theil- 
linie D’E' möglid) ift, welche der verlangten Bedingung entipricht. 

Fig. 5. Andeutung (Big. 5.) 

/. 1) AD. AE sin = 29 (8. 30); 

2) AE.p-H-AD.AP.sinDAP—=2J. 

Eliminirt man aus beiden Glei— 
dungen AD, fo folgt: 


I, = 
| AE.p+7 „ArsinDAP=2 
Nun ift aber 
sin DAP = (@« — PAF) 
oder 
sin DAP==sin & cos PAF— cos & 








1 
sin PAF=-5 (q sin @—p cose), 


alfo auch 


AE. P+ ag (drin — po a) 4 u. f. w. 
Anmerfung Eine andere Auflöfung befteht darin, daß man 
PH // BA zieht, dann PH, FH und hierang AH beftimmt und nun aus 
AD.AEsn«—=2]J 
und AD:AE=PH:AE— AH 
die Entfernungen AD und AE ermittelt. 
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Iinie fehneidet die Seiten BA und B 
53,377”, 61,395” von B. 
g. Eine einfache Unterfuhung zeigt, daß m 
Ach if. 
reful- Fig. 5a. 
3"; A 
8,22; 
10,44; 





BAT". 
ilfinie ſchneidet bie Seiten AB und BC 
eiden die Seiten AC und BC. Die © 
der Reihe nad) 41,478”; 58,831"; 77, 
7w son B entfernt, die Schnittpunfte mi 
ad 92,163” von C. 

‚en von A = 96,07” und 151,85”. 
Theillinien: 88,6” und 140”, 
Theillinie fehneidet die Seiten AB uni 
:n 77,279= und 62,818” von A, bie « 
nd AC in ben Entfernungen 56,795° 


18. Ziehe durch B eine unter 360 40 
jte Gerade u. ſ. w. 


BR BE 
@+) 


anf BE sin (@ + 4) + a®sin « süı 





sine 
(Big. 6.) Ziehe ig. 6. 
AD und brüde 5 
m A AEG und 
den gegebenen 
idet man zulegt 
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202) AE — 477,2611”; DF — 464,720: 
Unbeutung. Da BCFE cn EFDA, ſ 
BC: EF=EF:AD 
Sude hieraus EF = 705,6911”. 
Ziehe nun EG // CD und beftimme i 
Stüde AE und GE — DF. 

203) BE — 50"; BF 150"; 0G = 4 
Inh. BOGE = 2340 OD”; Inh: EGHF = 
FHDA = 374400”. 

Andeutung. PBezeihnet q den Q 
hältniſſes EG : BC, fo folgt aus 
BC:EG=EG:FH=FH: AD 
BC:q.BC=q.BC:q2.Bl—=q*.! 





daß AD = q8. BC, 
alfo J 
AD 
q 56 
ift. 


Hat man hieraus q beftimmt, fo fi 
Theillinien leicht zu finden. 
Nun muß „fe ferner verhalten: 
:EF:FA=EG:FH:/ 
und da man — daß ſich verhält 
EG: FE: AD - 1:32:4 
ſo iſt 


7BE=AB u. ſ. w. 
204) Die Theillinie ſchneidet die Seite 
fernung von 158,183” von B. 
Andeutung. Berechne zuaft A. 
daffelbe größer oder Meiner als 4 ABCD i 
Theillinie angeben zu können. 
205) Beide Theillinien fohneiden die Seite 
den Entfernungen 829,62” und 1348,2” von 





Zwiſchenreſultate. 
A ABC — 91426 *; JDa— 
 ACB = 15° 24° 48,23"; D- 
AC — 118,1”; AAD— 


206) Die Theillinie ſchneidet die Seite ! 
fernung = 1065,976* von B. 
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Ki 
ABH bie Entfernung HG u. ſ. w. 
wiſchenreſultate. 

A ACB = 7° 43' 16,87; 
„58“; Inh. A ABC — 136035,2 OD". 
64"; f ACD — 64° 48° 36,32; 


1; Inh. A ACD = 1009857 DI”. 
— 1145893,2 D”. 

J Inh. A DCH — 1174089 0"; 
Y HG — 1347,868”. 


heillinien fchneiden in ben Entfernungen 
C bezüglich die Seiten BC und CD. 


Henrefultate. (dig. 7.) 


=; A DAC = 57° 58° 9,64"; 

37%; & CAB = 52° 16° 43,58; 

D"; A DPC — 7854,41 D"; 
 PCB — 44° 44° 38,9,; 

I"; AH — 34,691"; 

vr; BH — 87,58567"; 


3,3% A AHB = 50° 14° 54°; 

PB — 1338,16”. 
eillinie fehneidet die Seite AD in einer 
5” von D, die andere bie Seite CD in 
272,48” von C. 

Um zunäãchſt zu unterfuchen, welde Seiten 
berechne man bie Inhalte der A A PCD 
feiche diefelben mit $ ABCD zc. 
Zwifgenrefultate: 

PDC — 55° 52° 6,96%; 
Jar; Inh. A PCD = 581,511 0”. 
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AP = 28,91243” ; A APB = 40° 42' 43,58°'; 
S. PAB = 42° 17' 16,42”; JInh. A ABP = 18481,21 DI”. 
AD = 42,0726”; A PDA = 42° 26° 56,22; 


APAD = 58° 23° 40,40°; Inh. A APD = 51799,87 DI”. 

Inh. ABCD = 123432,18 D". 

208) Die Theillinie fohneidet die Seiten AB und DC in 
Punkten, welche beziehungsweiſe 95,6” -und 45,78” yon A und 
D entfernt find. 

Andeutung. Bezeihnet E den Durchſchnittspunkt der Ver— 
längerung der Seite AB mit DC, fo berechne zuerft A ABC, dann 
ACD und hieraus ABCD—= AACD-+ A ABC. Alsdann beftimme 
A BCE, A AED und ſchneide von dieſem das verlangte Stüd ab. 


Zwifchenrefultate: 
AC = 1171,54”;  DAC = 29° 80° 54, 73%; 
J. BAC = 1? 20‘ 39,99”; Inh. AACD— 266669, 5 123”, 
£J ACB = 10° 13’ 41,58°; CE = 34,6695” ; 


Sal. A ABC = 14250 DD”; Inh. A BCE = 1553, 9 0”; 
Inh. A AED — 250865,6 D”. 
209) Sn einer Entfernung von 184,609", 
dig. 8. Andeutüng. Berfahre ähnlich wie 
C in vorhergehender Aufgabe oder auch auf 
⸗ folgende Weiſe: 


Berechne den Inh. eines Dreiecks 
d, , das dem A AGE (Fig. 8) ähnlich 
und deſſen zu AE homologe Seite 
— 1” ift; ebenfo den Inhalt eines Dreiecks 
ÖOg, da8 dem A CEF ähnlich und deſſen 
zu CE bomologe Seite — 1” ift. 





D 
Alsdann hat man: 
AAGE=d, (AC — CE)? 
ÄACEF = 3. CE? 
ADFG = A AGE +-AACD— ACEF 
— d, (AU — CH? + A ADC — d,. CE, 
woraus fi CE leicht finden läßt. 


d, = 0,2850708 I". 
0,1668396 . CE? + 50,64415 . CE 9840, 188 
CE? ++ 303,55 . CE = 58979,9 x. 


Zwifchenrefultate: E 
AC —= 214,1741”; A ACB = 29° 41' 6,33"; 
£Y. BAC = 15° 18° 53,68; Inh. A ABC — 4242,641 DO". 
CD = 188,555"; Inh. A ACD = 13076,85 C | 
J. D = 790 88° 18,84"; Sub. ABCD = 17318,99 [ 
A ACD 40° 21° 41,16“; d, =0,1182312[ | | 


Trigonometrie. 


eiden die Seite AD in I 
‚24” von D, die Seite Bi 
‚01° von C. 

ngere (Fig. 8) die Geiten 
Luf.w. 


mrefultate: 

CH = 36,048”; 

DH 46,378”; 
Inh. A ABD = 3081, 
A BCD = 1393,5447 
A CDH = 548,42 D' 
ABCD — 4425,1447 
A ABH = 4973,5641 


zu fuchende Theillinie, fo 
Fig. 9. 





& 
mrefultate: 
> ADB —= 21° 12° 8, 
Inh. A ABD = 7130! 
A BDo = 32° 21° 52 
Inh. A BCD = 69201 
36 0°; 
‚15 D”. 
: Theillinie, fo wird 
= 363,189”. 
ae Fig. 10. 
ıb 
ts 
’g 
m 
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ı AH homologe Seite = 1" ift, ebenfo « 
18 dem A CHF ähnlid und deſſen zu 
enfalls — 1” ift, fo hat man: 
AAEH —=d,.. AH? 
ACHF = d, (AC — AH)® 
ADFE= AAEH + A ADC — 
= d,.AH? + AADC— 
raus nun AH beich gefunden werben 1 
Zwiſchenreſultate: 
AC = 18° 28° 21,67"; &A0B= 
EB = 98° 2' 33,49"; Inh. ABC : 
AD = 30° 39 16,44"; Inh. A Al 
cD = 58° 25° 39,37"; Inh. ur 
ID= 95° 55‘ 4,09%; 
3, = 0,3261665 om. 
0,1939765 . AH? — 440,3247 . ı 
AH? — 2269,99 . 2 
la) Die eine Theillinie ſchneidet bie | 
n Entfernungen 831,7” und 152,5” v 
AD 162,8” entfernt von D und d 
nt von C. 


Bwifdhenrefultate: 
DB =88° 1 17; AABD = 
BD — 387,79”; A BDO 
CD = 3907,4 0"; —— 


CD = 21,364"; 
e Berlängerung von AD ſchneidet die 
ıtfernt von C. 
2) Um 128,8675”. 
Andentung. Verfahre analog w 
ufgabe. 
Zwifdenrefultate: 
B 90%; Inh. A AL 
AC = 49° 10' 48,85"; JD=J] 
CB == 40° 49' 11,15"; Inh. A Al 
Inh. ABCD — 3014674 [ 
d,, da8 dem A ACD ähnlid) ift, = 
dg, das dem A ABC ähnlid und di 
ieite 1” ifl, — 0,2473432 DI”. 
0,099607 AH? + 1041,315 AH = 
AH? -+ 10454,23 AH = 
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Entfernung von 78,87”. 
ung. Vergl. die Audeutung zu Aufgabe 211. 


Zwiſchenreſultate: 
3 A BDA = 90°; 
1’ 45,95; IA— 48°; 


"14,04%; Inh. A ABD — 230520,5 DI"; 
1748,486 DO“; Inh. ABCD—262268,986 0” xc. 


und 8,7075”. 

ung. Wiederhole dad in der Andeutung zur 
angegebene Verfahren. 

zwiſchenreſultate: (Fig. 11) 


; A BOA = 88° 59° 31,83%; 
28,17%; Inh. A ABC = 32,90375 DI”. 


Fig. 11. 





A ACD — 29° 29' 13,66; 

30° 46,34; Inh. A ACD — 49,80318 I”. 
'D = 82,70693 D”; 4 ABCD = 27,56898 11". 
1911995 OD”; d, — 0,214234 DO”. 

— 283,6054. AF = — 1196,83 

— 283,6054.. AL = — 2393,66 ıc. 

ilinie fchneidet die Seite AB in einem Punkte, 
yon A entfernt liegt. ö 
ung. Zerlege das Fünfed von B aus in Dreiede, 
Inhalte derfelben, hieraus den Inhalt des Fünfecks 
nun, in weldes Dreied die Theillinie fallen muß. 

Zwiſchenreſultate: 


36° 40,112“; BE = 616”; 
25° 16,27”; Inh. A ABE = 36960 D”. 
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BD — 426"; A CBD- 
A BDE = 180°; ZI BD — 
BC — 290%; Er 
CD = 148"; Inh. A BC 


Inh. ABCDE = 47184 O* x. 
216) Die eine Theillinie ſchneidet die Sei 
entfernt von B, die andere bie Geite CI 
von C. 

Andeutung. Berechne die Dreiede 
und hieraus den Inhalt der Waldfläche. Da 
und < $ ABCDE, aber (AABC+ A. 
fo fällt die eine Theillinie in da8 A ABC 
A ACD. 

Zwiſchenreſultate: 
A BAC = 48° 36° 10,1"; A ADo — 
A CAD = 62° 39' 26,7”; A ADE 
A DAE = 38° 52' 48,4"; A= 
%. BCA = 113° 46' 38,4; AD — 
A ACD = 43° 86‘ 10,1%; D= 

Inh. A ABC — 24840 DI”; Inh. Z 
Inh. A AED = 5100 DO”. 

Inh. ABCDE = 39600 ID”. 

217) Die Theillinie fehneidet die Seiten 
Punkten, welche bezüglich von D und C um 2: 
entfernt liegen. 





Fig. 12. 


B 





Aue DE 
Andeutung. Berechne zuerſt A Al 
A DBC, hieraus das Viereck ABCD. 
zum Durchſchnitt mit AD, ziehe PF // I 
GF, PF, A CDE, und endlich aus ben z 


1. —— sinE— HABOD-+. 
3 und IT. EM: EN = ME — FE: PF 
Er die Stüde EM und EN ıc. 
4 
& 
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ngen I. und IT. folgt: 
- 3120,79. EM = — 2155055. 


Zwifgentefultate: 
22,52; A ADB = 72° 49 





9,88"; A ABD = 54419 
17,43%; 
47,47"; 
‚19 D”; 
10,37"; CE — 618,80! 
75”; DE = 792,85 
12; A CDE = 91510, 


"FE = 690,5483”. 

ı AD und BC werden in ben ( 
1® von D und C gefchnitten. 

. Vergl. die Andeutung zur Au’ 


Bwifdenrefultate: 

D"; I 6= 1165 
4; EC = 1269,5 
22; DE = 1188,0, 
D”; A CDE = 39166! 
4"; “ A MNE = 74772\ 
16 PF = 396,54 


Gr = 333,19". 
. Theillinien fchneiden die Se 
A um 214,0408” u. 400,4537” 

(Big. 13.) Berechne aus Z 
ted ABCD, dann E, PF, F 
. Sind nun PM und PN die T 
EMQ und A ENR die Stüde ! 
Tg. 18. 





A eM 
Zwifhenrefultate: 
19,69%; BD — 568,61 


40,31"; A ABD = 73011, 
tb. d. Zrigonomelrie. 4. Aufl. 5 


Zweiter Abfchmitt. 








I. BCD = 111° 68° 59,98“; CB — 264,9965”; 
 CBD = 42° 16° 40,32"; A BCD = 50683,31 DI". 
ABCD — 123694,74 0"; ‘3 ABCD — 82463,16 OD". 


IE = 15° 51°; 'BE = 926,5992%; 
PF = 2189,516°; AE = 823,5592”; 
FG = 2106,27°; A ABE = 104210,1 D*: 
EF = 1175,711%; EM = 1037,6%; 


EN = 1224,0129”, 

218a) IM FG (Fig. 14) die Theilinie, fo wird DF — 
7,422385”; CG = 13,84427”. 
Fig. 14. 


B 





Andbeutung. Berechne bie ‘Dreiede ABD, CBD und 
hieraus den Inhalt von ABCD; drücke alsdann bie Inhalte der 
Dreiede ECG, EDF, HGF und HCD in befannten Elementen 
und in den Stüden CG und DF aus und beftimme dieſe als- 
dann aus den Gleichungen: 

A ECG -— A EDF = 4 ABCD 
A HGF — A HCD = 4 ABCD. 


Zwiſchenreſultate: 
ADABAADBA79026 22, 12; ABD = 21° 7° 15,76%; 
Inh. A ABD = 142,2638 GO". 

A BCD = 81° 6° 34,35; = DBC = 30° 11° 3,87‘; 
A BDC = 68° 42° 22,17”; Inh. A CBD = 187,1986 DO 
Inh. ABCD = 329,4694 DO". 
- ED = 13,71504®; EA — 7,56299%; 
A ADE = 31° 51° 10,71". 
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erfung. Man kanu bie Auflöfung auch auf die der vorigen 
wüdführen, indem man die Coorbinaten des Bunkte® E in 
BC berechnet und num wie dort verfährt. 

Theillinie ſchneidet die Seiten AD und BC in den 
73,01” und 118,28” von D und C. 

eutung. Vergl. die Andeutung zur Aufgabe 218a. 


Zwiſchenreſultate: 
31,25”; Inh. A BCD — 29249,8 D” 
78,75%; Inb. ABCD = 51478,5 0"; 
ıB = 851,25"; ED = 171,438”; 
A DAB; EA = 92,0376”; 


= 22228,71 DO”;  ADE = 31° 51° 15,71%; 
310 6 84,85”; A AED = 47° 35 6,41". 
490 15° 18,75"; CH = 124,51”; 
233,1”; Inh. A DCH = 10995 I”. 
inet F den Durchſchnittspunkt der neuen Grenze 
wird OF = 93,647”. 

eutung. Gege die Inhalte der Dreiede ABC und 
nder gleich. 

Zwifcenrefultate: 

190 57° 58,867; A ACD = 110°. 
= 61,78159”. 
veutung. (Big. 15.) Berbinde A mit C, berechne 
it des A ABC, bann Fig. 15: 
% BAC; verlängere hier 
is G, beftimme bie Win- 
und GAC, alsdann bie 
)G, AG und den Inhalt 
cG, fo ift Inhalt ABOG 
IC + AACG, und da 
nn DF die zu fuchende 
bebeutet, 
DFG = ABCG 

fo kann aus der Glei— 





4 D@. FG sin DGF — ABCG ($. 34) 
und fomit enblid auch 
== FG — AG 
werben. 
ichnet DF (Big. 15) die neue Grenze, fo wird 
227°. 
5* 


Zweiter Abſchaitt. 


Andentung. Bergl. die Andeutung z 

Aufgabe. 
Zwiſchenreſultate: 

A ACB = 66° 45' 30,76”; A CAE = 95 

A BAC = 47° 14' 29,24; A AEC — 58 

AC = 21,27646” ; CE 24, 

Inh. A ABC = 167,1514 0”; AE=11 

L ACE = 26° 14° 29,24; Inh. AACE= 

Inh. ABCE — 284,56694 DO”. 

222) Man findet AF = 160,29”. 
Andeutung. Ziehe AD (Fig. 41 im 
ben Inh. des A ADF gleich dem Inh. des 9 


Zwifghenrefultate: 

A ACB — 36° 4' 30,8”) 

A BAC = 24° 7° 29,2"; 

AC = 270,271”; 
Inh. A’ABC = 10129,8 DO”; Inh. A ADC = 
Inh. ABCD — 25000,6 DO”. 

223) Die neue Grenze ſchneidet DG um 3 

entfernt. 


Andeutung. Vergl. die Andeutung zu 
Aufgabe. 


Bwifhenrefultate: (Big. 41 im Le 

AC — 265,197”; AD = 30 

A BAC = 50° 47° 41,96; A ADC = 58 

A ACB — 48° 12 18,04; & CAD = 39 

Inh. A ABC = 18700,33 O0”; Inh. AACD= 

Inh. ABCD — 44686,08 DI". 

224) Die Grenzlinie ſchneidet DK um 58 
entfernt. 

Andeutung. Vergl. die Andeutung jur 


Zwiſchenreſultate: (Fig. 40 im & 

BD — 187,6086”; BDO = 48° 

A CBD = 16° 54° 24,54"; Inh. A BoD — 

Bezeichnet K den Durchſchnittspunkt der Verlän 
A mit HK, fo ift: 

BK = 198,6769" ; A BDK — 68° 

DK = 187,799” ; Inh. A BDK = 

DBK — 58° 5 35,46”; Inh. BODK =: 
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= 64,49”, 

utung. (Fig. 42 im Lehrb.) Berechne CD, dann 
af den Werth von BDC und ben von ABD und 
halben Werth von ABC; drüde alsdann ME und 
ı mittelft der Aehnlichkeit der Dreiede BEM, BDA 
BDC aus und bilde alsdann die Gleihung: 

on BME -+ Werth von BEN = 4 Werth von ABC. 


= 19,089", 
utung. (Big. 16.) Beftimme die Inhalte von 
\ ADF und von DFCB, Fig. 16. 


n den Bodenwerth von 
fo ift der des A ADF 
echne hieraus die Hälfte 
verthes von ABC. Ziehe 
AC, DQ | AC und 
Yodenwerth von A BDP, 
h fein: 
>—=1W.ABC—W.BDP. 
ımt man nun AF, DF, 
nd den Inhalt und Bo- 
'# A DGH, biefen in DN und befannten Stüden 
‚ jo erhält man DN aus ber Gleichung 
‚ DGH + ®. DHMP — ®. DGMP ur. f. w. 





e) Stereometrifhe Aufgaben. 


as 
» und 2 (2 —tge). 
nhalt = a®b sin « sin £. 


nhalt = 4 nah cot un 


0 
ache 276 PAS Hs) 


a 180° 
=5 cot u tg; 
180° 
——— 3, 210%, 
kante Er Ye x + cot a 
1800 ‚a 
a ot —-. cos?-, 
ie a2 
2 cos « ’ 


0 
ahalt = 34 ot tg.o. 


70 Zweiter Abſchnitt. 





232) Seitenfante = — 1 V* + 4h? si 
. un 
2 sin —- 


Derflähe - [a oot a + V + 


aubilinhalt — san cot 1. 


1 


23) sah 5 — Vk b? sin? EI 


2 sin — 


n 
Oberflaͤche = — =Vy (4b? — a2) + a cot 


2.0, 180° 
na? cot Erw 7. I 
aubilinhalt = Vi sin? 1 
24 cin loo 





234) Rubifinhalt = 37 - 7 (A! + An + 


V b? sin? Ei —(A- 


235) Rubifinhalt — mi sin a. 


236) Oberflähe = nr? er! n- = nrtgı 


Kubitinhatt — = tg e. 


237) Oberflähße — ns?cosa(l-+ cose)=2ns' 
Kubikinhalt = = cos?e sin a= = ein 2 


1 + sin e) 


ein @ 





238) Oberfläche — mh? cot a # 


5 


aubilinhalt — =" cotte. 
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= 44 Ss sin a V(S?+ 8? —28 
g. Bezeichnet man den Winkel, wı 
it ber Baſis bildet, durch x und die 
fo hat man: 

ıx—h, Y)ssin@+a)=h. 
man nun in 2) sin (x + «) und 
{bie betreffenden Werthe aus 1) ein, 


ud Are ze ee 


mung des Durchmeſſers D bat man 
824° — 285 cosa u. |. w. 
n .  snt(d — 
= S3 sine . 
ads sin @ sin & 
"Bin@- 
-5 PR ry i a. 





e⸗2 r? [ _ 23) = 4m? sin?! 


2 
_4mr ins, 
= 
.. — 
sin eV KR. 
in; Se 
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" 94 Sep as V 


Vorwort, 


Vorliegendes Lehrbuch umfaßt die theoretifhe Begründung 
ber für den Praftifer fo wichtigen Säge ber ebenen Polygono⸗ 
metrie und ift zunächft für meine Zuhörer an der Forftfchule des 
hiefigen Polytechnicumd beftimmt. Daffelbe ſchließt fih an mein 
vor Kurzem in zweiter Auflage erfchienenes Lehrbuch der ebenen 
Trigonometrie an, wie folches fchon aus den darin durch E. 3. 
angebeuteten Citaten zu erfennen if. Den eigentlichen polygos 
nometrifchen Gleichungen habe ich eine verallgemeinerte Betrach- 
tung der Polygone überhaupt vorausgefchidt, weil hier bie in 
ben betreffenden Sägen ber ebenen Geometrie gemachten DBe- 
Ihränfungen fallen müffen. Die zur Berechnung der Polygone 
erforberlichen Relationen find ſtets ſowohl in den Seiten und 
Azimuthen, als auch in den Seiten und Polygonwinkeln aus- 
gedrüdt, um den Studirenden mit beiden Berfahrungsarten bes 
fannt zu machen. Die Transformation der Coorbinaten habe 
ih etwas ausführlicher behandelt, als dieſes ſonſt zu geichehen 
pflegt. Sämmtliche vorgetragene Säbe find durch numerifche 
Beifpiele erläutert und am Schluffe befindet ſich eine zur Selbft- 
übung beflimmte Sammlung von Aufgaben, 


vı Borwort. 


Die Aufnahme der Polygone, Berichtigung von Fehlern, 
welche in der Vermeſſung ihren Grund haben u. bergl., habe ich 
nicht berührt, weil biefe Gegenftände in dem Vortrage über 
praftifche Geometrie ausführlich befprodhen werben. 


Carlsruhe, im September 1865. 


C. Spitz. 
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fenntlidy gemachten Winkel die entfprechenden Außenwinfel 

N De J. des Sechsecks anbeuten. 
N _ Im beiden Faͤllen bezeich- 
1 74) nen die an den Bogen bes 


PK findfichen Pfeile bie oben 
\ 2 / angefuͤhrte Drehungsrich⸗ 
NIT tung. 


9) Durch bloße An⸗ 

\ ſchauung ber vorftehenben 
3 5 ur ergibt ofort der 

Ein Polygonwin— 

kel beträgt mit ſei— 
nem Außenwinkel 


A; IN entweder 2R oder 
—* 40 6R, je nachdem je— 
ner concav ober 


conver ift. 


G. 2. Summe der Winkel eines Polygons. 

1) Bildet man die Außenwinfel eined Polygons, zieht hierauf 
von irgend einem Punkte aus mit der Berlängerung der erften 
Seite in gleichem Sinne einen parallelen Strahl und denkt ſich 
diefen in einer Drehrichtung, welche der bei Erzeugung der Pos 
lygon⸗ und Außenwinfel entgegengefept ift, um jenen Punkt 
fo lange gedreht, bis er mit der Verlängerung ber zweiten Seite 
gleichfinnig parallel geht, und von diefer Lage aus wieder fo lange 
in derſelben Weife, bis er parallel mit der Verlängerung der 
britten Seite ift u. f. f. bis der Strahl der Reihe nach alle 
Außenwintel um feinen Anfangspunft herum erzeugt und nad) 
Erzeugung des letzten berfelben wieder feine urfprüngliche Lage 
angenommen hat; fo erfennt man fofort, daß berfelbe während 
jener Bewegung entweder einmal AR, oder ein ganzes Viels- 
fache von AR durchlaufen haben wiet. 

Bezeichnet alſo D() die Summe aller Außenwinkel eines 
necks, z die Anzahl der ihr entſprechenden vollen Winkel, jo folgt: 

(9) = 42R...... (1). 
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Anmerfung. Bei einem ned, das nur concave Winkel hat, iſt == 1, 
alfo Z(P) = AR. (Bergl. & ©. $. 47.) 

2) Iſt nun c die Anzahl aller converen, alfo (n—c) bie 
aller concaven Winkel eined nedd, Z(A,) die Summe aller 
Polygonwinkel befielben, jo erhält man nad 8. 1. 9. 

ZS(A,) + 200) = HceR-+2(n—c)R 

— 2(2c+n)R 

und es bleibt fomit nach (1) für die Summe aller Polygonwinkel 

ZS(A,) = 2(2c+n)R—4zR 
2nR+Llc— zZHIIR—AR 
2 (n— 2)R+A(c— z+1)R 
oder, wenn man 

c—z+l=m 


etzt, 
ſe ZA) = n— 2) R+4MR..... (2) 

3) Wenn in einem Bolygone außer den Seiten, welche 
einen Eckpunkt gemeinfchaftlid haben, nie zwei andere einander 
unmittelbar ſchneiden, ſo iſt ſtets 

z = 41 oder m = 0 
und man erhält in diefem Falle die ſchon aus der ebenen Geo- 
metrie (8. 46) befannte Gleichung 
S(A,) = 2(n—2)R = 2nR—AR...(3). 

4) Sind Alfo in einem nede (n—1) Winkel gegeben, fo 
laͤßt fi der nte Winkel nad) einer der Gleichungen (2) und (3) 
leicht berechnen. Welche von beiden anzumenben tft, läßt fich in 
jevem einzelnen Falle leicht entfcheiden. Iſt nämlich die Summe 
der (m— 1) gegebenen Winkel oder I(A,.,) fleiner als 
2(n—2Z)R, fv lege man bei der Beflimmung ded nten Winfels 
A, die Gleichung (3) zu Grunde und feße 

A, = 2(n— 2)R— I(A,.). 
Iſt aber die Summe I(A,_,) größer ald 2(n— 2) R, dagegen 
Heiner ale 2(n—2)R+AR, fo wende man bie Gleichung (2) 
an, indem man darin m —= 1 fett; fällt ferner IS(A,_,) zwifchen 
20 - 2) R4R und 2(n—2)R+2.IR, fo fee man in 
&. 2) m==2 u. f. w. 

Sollte die Summe der (n — 1) gegebenen zwifchen 2Mm— HR 
—AR und 2(n—2)R—2.4R fallen, fo hat man ebenfalls 
Gl. (2) in Anwendung zu bringen und darin m= —1 zu ‘ 
jegen u. ſ. f. I 


wu 


6 | Erſter Abſchnitt. 


Sind z. B. in einem Fünfede AA, A, A. A, die Winkel: 
A, — 550, A, = 300°, A, = 338°, A, = 84°, fo iſt 
>(A,) = 55° -+300° -+338° + 84° = 777°, alfo größer 
ale 2(5—2)R oder 6R, dagegen Feiner ald 6GR-AR ober 
10 R. Setzt man deshalb in Gl. (2) m = 1, fo folgt für 





Z(A,) = 900°. 
Hiervon ab Z(A,) = 771° 
. bleibt für IA, = 123°. 


Sind in einem anderen Falle vier Winkel eined (fternförmigen) 
Fuͤnfecks: 23°, 60°, 45° und 30°, ift alfo. deren Summe ober 
Z(A,) = 23° + 60° + 45° + 30° — 158° fleiner als 
2(5 — 2) R— 4R, dagegen größer ald 2(5 — 2) R—2. 48, jo 





folgt, wenn man in Gl. (2) m = —1 ſetzt, für 
S(A,) = 2(5—2)R—AR = 180° 
> 2(A,) = 158° 
alfo für SA, = 22° 


$. 3. Zerlegung der Polygone in Dreiede. 


1) Nimmt man im Inneren eined nedd, das nur concave 
Winkel hat und bei welchem außer ven die Edpunfte bildenden 
Seiten nie zwei andere einander unmittelbar fihneiden, einen 
Punkt an und verbindet diefen mit den Eckpunkten deflelben, fo 
‚ entftehen bekanntlich n Dreiede, deren Inhalte zufammen den In- 
halt des nedd ausmachen. Hat dad Vieleck aber convere 
Fig. 2. ‚ Winkel, fo läßt ſich nicht 

1 in allen Faͤllen innerhalb 
veffelben ein Punkt von 
folcher Zage angeben, daß 
man von ihm aus nad) 
allen Eckpunkten Streden 
ziehen kann, welche ſaͤmmt⸗ 
lich ganz in dad Innere 
der Figur fallen. ' 

2) Um nun zu unter 
1 fuchen, auf welche Weiſe 
man in foldyen Fällen aus 
ben betreffenden Dreied®- 
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inhalten den’ Inhalt des Polygons erhält, ſei (Big. 2) 
A,A,A,A,A, irgend ein Fuͤnfeck, deſſen Winkel A, und A, 
conver fein mögen und P der im Inneken angenommene Punkt 
von folcher Lage, daß die Verbindungsftreden PA, und PA, 
theifweife außerhalb des Polygons fallen. Es wird, wie man 
ſich durch den Anblid der Figur überzeugt, in biefem Falle ber 
Inhalt des. Fünfeds 
= APA A,+APA,A,—-APA,A,+APA A,—APA,A, 
fo daß alfo einige ber Dreiede bei ber Summirung megatio in 
Rechnung zu bringen find. 

Um zu erfahren, welche von den Dreieden negativ zu nehmen 
feien, laffen wir die erfte Verbindungsſtrecke PA, fi) um ben 
Punft P über die erfte Seite A,A, hin in die Zage der zweiten 
Strede PA, und von bier aus in gleicher Weife an der Seite 
A,A, bin nah PA, bewegen. Man erfennt alsdann fogleich, 
dag wenn ſich nun die Strede PA, in der angegebenen Weife, 
nämlich an A,A, bin nach PA, bewegen fol, fie eine ber bis⸗ 
herigen entgegengefegte Drehung machen muß. Daffelbe findet 
bei einer drehenden Bewegung von der Lage PA, aus in bie 
Lage PA, flat. Run find aber eben die über A,A, und A,A, 
conftruirten Dreiede diejenigen, welche in obiger algebraifchen 
Summe negativ auftreten. 

3) Zu einem damit übereinftimmenden Refultate gelangt man 
auch, wenn der Punkt P außerhalb des Polygond angenommen 
wird. So folgt 3.2. für Fig. 3. 
das Sechseck A,A,..A, 
(dig. 3) = APA,A, 
+APA,A,+APA,A, 
—APA,A,+APA,A, 
—APA,A,. Und in der 
That macht wieder die von 
PA, über A,, A,,... A, 
fih um-P in dem durch 
die Aufeinanderfolge der 
Eckpunkte bedingten Dre 
hungsſinne bewegte Strede, 
“um von PA, aus in bie 
Lage von PA, und von 





- 


8. Srfver Abſchnitt. 


PA, in bie von PA, zu gelangen, eine ben übrigen Driver 
gungen entgegengefegte Drehung. 

4) Wir gelangen hicknach zu folgendem allgemeinen Sage: 

Zieht man von irgend einem in der Ebene 
eines Polygons gelegenen Punkte aus Streden 
nach den Eckpunkten deffelben, fo if der Inhalt 
biefes Bolygond gleich der algebraifhen Summe 
der Inhalte der über den einzelnen Seiten ent= 
ftandenen Dreiede, wobei alle Diejenigen Drei- 
ede negativ in Rechnung zu bringen find, bei 
welchen ein v.on jenem Bunfte ausgehender und 
fih um diefen fucceffiv nach den aufeinander» 
folgenden Edpunften bewegenbder Strahl eine 
der durch die Aufeinanderfolge vorgezeichneten 
Drehrichtung entgegengefegte Drehung maden 
muß, um vom Anfangspunkte nah dem End- 
punfte der betreffenden Polygonſeite zu ge⸗ 
langen. 

5) Derſelbe Satz gilt natürlich auch dann noch, wenn außer 
den angrenzenden Seiten auch noch andere Seiten des Polygons 
einander unmittelbar ſchneiden. So iſt z. B. das Viereck A, A,A,A, 
(Fig. 4) = APA,AA,— APA, A, + APA,A,— APA,A.. 

Big. 4. 


Fig. 5. 


— 





6) Verlegt man ben Punkt P nach dem Durchſchnittspunkte der 
Seiten A,A, und A,A, (8ig.5), fo ergibt. ſich für ben Inhalt 
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bes Vierecks: APA,A,—-APA,A,+APA,A,+APA,A, 
= 0—-APA,A, +0 +APA,A, 
= —APA,A,+APA,A.. 

7) Rimmt man A, als den Punft an, von welchem 
aus die Zerlegung flattfindet, fo ift ber Inhalt des Vierecks 
= AA,A,AA,—AA,A,A,. 

8) Man erficht hieraus, daß ber Inhalt eines berartigen 
Polygons Null werben fann, und hierin liegt gerade das Weſen 
ſolcher verſchlungenen Polygone. 


$. 4. Bon den Beſtimmungsſtücken eines Polygons. 


1) Ein ned ift entweder unzweibeutig, oder zweideutig 
beftimmt, wenn von feinen 2n Elementen (Seiten und Winfeln) 
(2n— 8) gegeben find und die fehlenden brei Elemente gewifien 
Bedingungen entfpeechen, ober nicht. Wir haben nun zunächft zu 
unterfuchen, welches bie fehlenden Elemente fein Fönnen und 
welche Bedingungen dieſelben erfüllen müflen, damit das ned 
volfommen durch die gegebenen Stüde beflimmt fei. 

2) Die fehlenden drei Elemente können aber fein: 

1. eine Seite und zwei Winfel; 

2. zwei Seiten und ein Winfel; ' 

3. drei Seiten; 

4. drei Winfel. Ä 

In Bezug auf die Anordnung diefer Stüde find jedoch wieder 
mehre Tale möglich, welche wie mun der Reihe nach näher bes 
trachten wollen. 


Erfter Ball. Gegeben alle Seiten bis aufeine und 
alle Winfel bis auf zwei. 


Erſte Vorausſetzung. Die fehlenden Winkel liegen an der 
fehlenden Seite. 


Nach einem bekannten Satze der ebenen Geometrie (E. G. g. 78) 
iſt in dieſem Falle das Polygon unzweideutig beſtimmt, wenn über⸗ 
haupt die gegebenen Elemente die Bildung eines ſolchen zulaſſen. 


Zweite Vorausſetzung. Die beiden fehlenden Winkel liegen 


an einer unmittelbar auf die unbefannte Seite folgen- 
ten Seite. 


Es feien z. B. A, und A, bie fehlenden Winkel, alfo A,A, 
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die unbekannte Seite. Denkt man ſtch die Diagonale A,A, ge⸗ 
zogen, fo entfteft ein nach ber erften Vorausſetzung volllommen 
beftimmbares Polygon A,A,A,... A, und ein Dreieck A,A,A,. 
Bon biefem kennt man alddann zwei Seiten A,A,, A,A, und 
den ber Seite A,A, gegenüberliegenvden Winkel A,A,A,. Da 
nun nah E. G. $. 60. Zuf. 1 im Allgemeinen dieſes Dreied 
zwei Auflöfungen zuläßt, fo iſt das Polygon felbft nicht voll⸗ 
kommen beflimmt. . | 


Dritte Borausfegung. Einer der fehlenden Winkel Liegt der 
Seite an, der andere niht und getrennt von diefem. 


Angenommen es fein A, und A, die fehlenden Winkel, 


A,A, die fehlende Seite. Denkt man fi) die Diagonalen A,A, 
und A,A, gezogen, fo wird das Polygon in zwei andere Po⸗ 
lygone und ein Dreieck zerlegt. Jene find nad Vorhergehendem 
vollfommen beftimmt, von dem. Dreiede A,A,A, kennt man 
aber die zwei Seiten A,A, und A,A, und den ber Seite 
A,A, gegenüberliegenden Winfel A,A,A, und biefes tft fomit 
im Allgemeinen nad) €. G. $. 60 nicht unzweideutig conftruirbar. 
Es fönnen demnach auch unter der obigen Votausſetzung ben 
gegebenen Elementen zwei Polygone genügen. 

Vierte Borausfebung. Die fehlenden Winkel liegen nidtan 

der fehlenden Seite. 

Es fein z. B. A, und A, bie fehlenden Winkel, A,A, 
die fehlende Seite. Denkt man ſich die Diagonalen A As 
A,A, und A,A, gezogen, fo enifiehen die vier Polygone 
A,A,A,A,, A,A,A,A,, A,A,A,A, +++» und A,A,A,A,, 
von weldyen die drei erften nach der erften Vorausſetzung voll- 
fommen beftimmt find. Man kennt fomit von dem Bierede 
A,A,A,A, bie drei Seiten A,A,, A,A, und A,A,, fowie 
die an ber unbekannten Seite Tiegenden Winfel A,A,A, und 
A,A,A,. Im Allgemeinen laffen fi aber aus dieſen fünf 
Elementen zwei verfchiebene Vierecke conftruiren. Denn trägt man 
(Sig. 6) AB= A,A, an, maht BAC = ZJA,AsA,, 
befchreibt von B auß mit der Seite A,A, einen Kreis, con- 
ftruirt an AC in irgend, einem Punfte CO ben 2 ACD 
— _JA,A,A, macht CD —.A,A, und zieht durch D eine 
Parallele zu CA, fo wird diefe ben Kreis im Allgemeinen in 
zwei Punkten E und E’ ſchneiden. Zieht man nun durch dieſe 


+‘ 


U BR. —— — — 


Lri.... 
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Punfte Parallelen zu DC, fo erhält man im Allgemeinen zwei 

verfchiedene Vierecke Fig. 6. 
AFEB und AF’E’B, 
welche den gegebenen 
Gorderungen genügen. 
SM ZJA,AA, fobe Di-_ 
Ihaffen, daß die Pa- 
tallele DE den Kreis 
berührt, fo erhält man : 
nur ein Biered. 

Wir erfehen hieraus, 
daß obige VBorausfegung das Polygon im Allgemeinen unbes 
ftimmt läßt. 


Fünfte Borausfeßung. Die beiden fehlenden Winkel liegen 
an ein und berfelben befannten Seite. 

Es feien 3. B. A,, A, die fehlenden Winfel und A,A, 
bie unbefannte Seite, denkt man ſich die Diagonalen A,A, und 
A,A, gezogen, fo entftehen zwei nad) der erften Vorausſetzung un: 
ziveideutig beftimmbare Bolygone A,A,A,A, und A,A,A,.... A, 
und ein Viered A,A,A,A,. Bon diefem fennt man nun die 
brei Seiten A,A,, A,A,, A,A, und die Winfel A,A,A,, 
A,A,A,. Nad) dem in der vierten Voraudfegung Mitgetheilten 
läßt diefed Viered aber im Allgemeinen zwei Auflöfungen zu, 
alfo ift das Polygon bei den gegebenen Bedingungen ebenfalls 
nicht volfommen beftimmt. 










Zweiter Ball. Gegeben alle Seiten bis auf zwei und 
alle Winkel bis auf einen. 


Der fehlende Winkel ift ftetd auf bie in $, 2. 4. angegebene 
Weife leicht zu beftimmen, fo daß wir nur nachſtehende Vor⸗ 
ausfegungen in Betreff der fehlenden Seiten näher zu betradyten 
haben. . 

Erfte Borausfegung. Die fehlenden Seiten liegen anein- 
ander. - 

Sind z. B. A,A, und A,A, bie fehlenden Seiten und 
man benft ſich die Diagonale A,A, gezogen, fd zerfällt das 
Polygon in ein Vieleck A,A,A,... A, und .in ein Dreied 
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A ,A,A,, welche beibe vollfommen beftinnmt find. Somit ift es 
aud) das vorgelegte Polygon felbft. 
Zweite Borausfegung. Die fehlenden Seiten liegen getrennt. 
Sind z. B. A,A, und A,A, bie fehlenden Seiten und 
man denkt fi) die beiden Diagonalen A,A, und A,A, ges 
zogen, fo wird das Polygon in zwei Polygone und ein Viereck 
A,A,A,A, zerlegt, .von welchen jene beiden vollfommen bes 
fiimmt find. Bon dem Bierede A,A,A,A, fennt man nun 
die zwei Seiten A,A, und A,A,, und alle Winkel, alfo ifl 
auch dieſes unzweibeutig beftimmt. Es gibt demnach in vorlie- 
gendem Falle nur ein Polygon, welches den verlangten Bes 
dingungen entfpricht. 


Dritter Fall. Gegeben alle Seiten bis auf drei. 


Erfte Borausfegung. Die drei fehlenden Seiten folgen un- 
mittelbar aufeinander. 

Sind A,A,, A,A, und A,A, bie fehlenden Seiten und 
man benft fich die Diagonale A,A, gezogen, jo entfteht ein 
vollfommen beftimmtes ‘Bolygon A,A,A,A,.... A, und ein 
Viereck A,A,A,A,, in welchem man eine Seite A,A, und bie 
vier Winfel kennt. Diefen Elementen genügen aber unendlich 
viele Vierede, folglich bleibt da8 Polygon unter ber gemachten 
Borausfegung gänzlich unbeftimmt. 
weite Borausfekung. Zwei der fehlenden Seiten liegen an: 

einander, die dritte davon getrennt. 


Sind A,A,, A,A,, ArA, die fehlenden Seiten und man 
denkt ſich die Diagonalen A,A, und A,A, gezogen, fo ent- 
ſtehen zwei abfolut beftimmte Polygone A,A,A,A,A, und 
A,A,A,....A, und ein Sünfed A,A,A,A,A,, in welchem 


man bie Seiten A,A,, A,A,, fowie alle Winfel fennt. Ueber 


jebe beliebige Strede, al$ A,A, angenommen, läßt ſich aber ein 
jene Elemente enthaltendes Fünfeck conftruiren. Dieſes iſt fomit 
ganz unbeftimmt, alfo ift e8 auch dad Polygon felbft. 


Dritte Borausfegung. Die drei fehlenden Seiten liegen 
_ getrennt. ..: 


Sind A,A,, A,A, und A, A; , die drei fehlenden Seiten 
und man denkt fich die Diagonalen A,A,, A,A, 0, A, A, ge 
zogen, fo zerfällt dad Polygon in brei andere vollfommen be 
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- flimmbare und "in ein Sechseck A,A,A,A,A,0,A,,A,, von 
welchem man drei getrennt Legende Seiten A,A,, A,A,o, 
A,,A, und die Winkel kennt. Da fih nun im Allgemeinen 
über jede Strede aus dieſen Elementen ein Sechseck zeichnen 
laͤßt, fo ift in vorliegendem Falle das urſpruͤngliche Polygon 
nicht unzweideutig beſtimmt. | 


Vierter Ball. Begeben alle Winkel bis auf brei. 


Erfte Borausfegung. Die fehlenden Winfel folgen unmit⸗ 
telbar nacheinander. 

Sind A,, A,, A, die fehlenden Winkel und man denkt ſich 
die Diagonale A,A, gezogen, fo entfteht ein vollkommen be- 
ftimmtes Bolpgen A,AsA... A, und ein Dreiet A,A,A,, 
in "welchem man die drei Seiten fennt. Da man aber über 
A,A, mit den Seiten A,A, und A,A, zwei ber Lage nad 
ſich unterfcheidende Dreiede conftruiren kann, fo ift im Allgemeinen 
das Polygon unter ber gemachten Borausfegung zweideutig 
gegeben. j 
Zweite Borausfegung. Zwei der fehlenden Winkel folgen 


unmittelbar nacheinander, der dritte Liegt getrennt von 
beiden. / 


Sind z. B. A,, A, und A, die unbekannten Winkel und 
man denft ſich die Diagonalen A,A, und A,A, gezogen, fo 
zerfällt dad Polygon in zwei andere unzweideutig conftruirbare 
Bolygone A,ÄAA,A,...A,, A,A,A,.... A, und in ein Dreied 
A,A,A,, von welhem man nun bie drei Seiten fennt und fos 
mit in Bezug auf deffen Lage bie bei vorhergehender Voraus: 
fegung gemachte Bemerkung gilt. Kennt man die Rage biefes 
Dreiedd, fo ift das Polygon beftimmt, im Allgemeinen giebt 
ed jedoch zwei folcher, weldye obiger Bedingung genügen. 
Dritte Borausfegung. Die brei fehlenden Winkel liegen 

getrennt. 

Sind A,, As, A,, die unbekannten Winfel und man benft 
fi) die Diagonalen A,A,, A,A,, AsA,, gezogen, fo entftehen 
drei vollkommen beftimmte Polygone und ein Dreied A,A,A, ,, 
von welchem man nun bie brei Seiten fennt. Es gilt fomit wieder 
dad vorhin Gefagte, fo daß auch in vorliegendem Falle das 
Polygon im Allgemeinen unbeftimmt ift. 
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3) Baflen wir die in Vorftehendem gewonnenen Refultate 
zufammen, fo erfehen wir, daß ein ned durch (2n — 3) gegebene 
Elemente nur dann unzweideutig beftimmt: it, wenn bie feh⸗ 

lenden drei Stüde find: 
| a) zwei beliebige Seiten und irgend ein Winfel, 
b) eine Seite und die beiden ihr anliegenden 

Winkel. | 

Anmerfung. Es mag bier noch ded zuweilen vorfommenden 
Falles Erwähnung gefchehen, daß ein Polygon auch beftimmt 
Aft, wenn man alle Seiten und alle Winfel bis auf zwei Fennt. 

Man überzeugt fich davon leicht, wenn man fich die Scheitel 

der zwei unbekannten Winkel durch eine Diagonale verbunden 

denft. Es entftehen alsdann zwei Bolygone von der unter b. 

angeführten Beichaffenheit. ' 


4) Wir haben in Vorhergehendem gefehen, unter welchen Be—⸗ 


dingungen ein Bolygon aus gegebenen Seiten und Winkeln be- 
ſtimmt ift, ſich daffelbe alfo andy graphifch bdarftellen läßt. Da 
aber das ſich Hierauf flügende Eonftructionsverfahren in Bezug 
‚auf Genauigfeit viel zu wünfchen übrig läßt, fo haben wir und 
zunädjft nach einer tauglicheren Beftimmungsweife der einzelnen 


Eckpunkte eines Polygons umzufehen. Das geeignetfte Mittel 


hierzu liefert und die Beftimmung ber Lage eined Punktes mittelft 


Eoordinaten, weshalb wir ſogleich auf dieſen Gegenftand , 


näher eingehen wollen. 


..-.-a (tz; 


z. B. PN =a PM =b 


Zweiter Abſchnitt. 


Beſtimmung der Lage eines Punktes durch ſeine Coordinaten. 


8:5, Schiefwinkliges und rechtwinlliges Goorbinetenfuftem. 


Es feien (ig. 7) XX’ und YY’ zwei ihrer Lage nad) be- 
fannte fehle Gerade, welche einander in O fihneiden, P, ein in 
der Ebene derjelben innerhalb des Big. 7. 
Winfelraumed® YOX: liegender 
Punkt, fo Mt offenbar die Lage 
diefed Punktes P, vollfommen be- 
flimmt, - wenn man fowohl Die 
Größe der zu YY’ parallelen 
Strede P,M,, al® auch die Größe x 
der zu XX parallelen Strecke 
P,N, = M,O kennt. Denn iſt 





und man macht OM, = a, 


ON, —bun jieht M, P, N. OY und N,P, //OX, fo fehnei- 


den beide einander in dem Bunfte P.. 

2) Die Streden P,M, und P, N, heißen die Eoordinaten 
bes Punktes P, und insbefonbere wird auch P.M, — N, O die 
Ordinate, dagegen P,N, =MO bie Afeiffe eben. diefes 
Punktes P, genannt und in der Regel diefe durch x, jene durch 
y bezeichnet. 

Der innerhalb des Wintelraumes YOX liegende Bunft P, 
ift fomit dunch die Gleichungen 

x — A, = b 
vollkommen beſtimmt. 


J 
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Die beiden feften Geraden XX’ und YY’ heißen die Evor- 
dinatenachſen und indbefondere führt diefe den Namen Orbi- 
natenachſe, während jene Abfciſfenachſe beißt. 

Den Durdfchnittspunft O der Eoordinatenacdhfen nennt man 
Anfangspunft oder Urfprung der Coordinaten, den von 
ihnen gebildeten Winfel Coordinatenwinfel. 

Je nachdem biefer Winkel ein fchiefer, oder ein rechter ift, 


erhält man ein ſchiefwinkliges, uber ein rehtwinfliges 


Coordinatenſyſtem. 


3) Da die Annahme der Coordinatenachſen im Allgemeinen 
willkuͤrlich iſt und die Unterſuchungen bei Zugrundelegung eines 
rechtwinkligen Coordinatenſyſtems weſentlich vereinfacht werden, 
jo werben ſich in der Folge, wenn nicht ausdrücklich das Gegen⸗ 
theil angeführt fein follte, unfere Betrachtungen ftetd nur auf 
rehtwinflige Koordinaten beziehen. 


$. 6. Richtungszeichen der Eoordinaten. 


1) Wir haben oben angenommen, daß von den vier Winfel- 
räumen, in welche die Ebene durch die Coordinatenachſen getheilt 
wird, berjenige befannt fei, welcher den zu beftimmenden Punkt 
enthält. Kennt man aber nur die Coordinaten eines Punktes 
ihrer abfoluten Größe nach, fo leuchtet unmittelbar ein, daß in 

Big. 8. diefem Falle die Rage des Punf- 
tes noch zweifelhaft iſt, indem 
jedem ber vier Punkte P,, P,, 
P,, P, (Sig. 8) biefelben Co⸗ 
ordinaten ber abfoluten Länge 
nach entſprechen koͤnnen. 

Hieraus erkennt man bie 
Nothwendigkeit, den Coordi⸗ 
naten zugleich beſondere Rich⸗ 
tungszeichen beizugeben, um 
J dadburch zugleich denjenigen ber 
vier durch bie Cvoordinaten⸗ 
achſen gebildeten Quadranten 
zu kennzeichnen, in welchen der zu beſtimmende Punkt fällt. 






— — —— —— — —— nn 





— —— — — — 
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2) Bezeichnen wie nun bier und in ber Folge die von O 
aus links gegen X und aufwärtd ‚gegen Y hin genommenen 
Richtungen als die vom Anfangdpunfte O ausgehenden pofi- 
tiven Richtungen der Coordinatenachſen, alfo bie 
ihnen entgegengefegten Richtungen OX’ und OY’ als bie nes 
gativen und nennen die Winfelräume | 

YOX, YoX‘, YOoX‘, VOX- 
der Reihe nad) den 
erftien, zweiten, britten, vierten 


Duadranten, ſo hat man ſtets zu ſetzen: 


a) beide, Goosdinaten pofitiv, wenn der Bunlt im 
erfien Duadranten liegt; | 

‚B) die Abfeiffe negativ, die Ordinate pofitiv, 
wenn der PBunft im zweiten Quadranten liegt; 

y) beide Coordinaten negativ, wenn ber Punkt im 
dritten Quabranten liegt; 

5) die Abfeiffe pofitiv, die Ordinate negativ, 
wenn ber Punkt im vierten Quadranten liegt. 


3) Umgekehrt fchließen wir hieraus, daß ein Punkt liege 


a) im erfien Quadranten, wenn beide Coorbinaten 
pofitiv find; 
A) im zweiten Quadranten, wenn bie Abſeiſſe 'ne- 
gativ, die Ordinate poſitiv if; 
y) im dritten Duadranten, wenn beide &oordinaten 
| negativ find; | 
ö) im vierten Duadranten, wenn die Abseciffe 
| poſitiv, die Ordinate dagegen negativ iſt. 


4) Sind nun P w:Par Ps, P, (Big. 8) vier Bunfte, welche 
bezüglich in den vier aufeinander folgenden Quadranten Tiegen, 
und .entfpricht jedem derſelben abfolut genommen bie Abfciffe a 
und ‚die Ordinate b, fo. hat man aljo behufs unzweideutiger 
Tagebeftimmung zu ſetzen: 


für Punkt P, :x=a, y-b, 
: : P,:x=-ay=b, 
2 0,» P,iıx=--—-ay-—b, 
tr « P,:x=a y=--—b. 


j Spitz, Lehrbuch der ebenen Polygonometrie. 2 
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5) Je nachdem ein Punkt in ber pofltiven oder negativen 
Hälfte der Abſciſſenachſe liegt, erhält man dafür die Gleihungen 
x — a, y — o und x — —a,y=o0 
und je nachdem er in der poſitiven oder negativen Haͤlfte der 

Ordinatenachſe liegt: 
x — o, y — b und x — o, y — —.b. 
Faͤllt der Punkt mit dem Anfangspunkte der Coordinaten zuſammen, 
ſo folgt dafuͤr 
x=0,y=0. 


6) Um allgemein einen Bunft zu bezeichnen, befien @oorbis 
naten x und y find, fest man kurzweg: Punkt (xy). 

7) Es ift Far, daß wenn man die Coordinaten fämmtlicher 
Edpunfte eines Polygons in Bezug auf einerlei Coordinaten⸗ 
achfen fennt, das Polygon vollkommen beflimmt und leicht con⸗ 
ſtruirbar iſt. 


6.7. Beiſpiele. 


1) Die Abſciſſe eines Punktes fei 5,8 und deſſen Ordinate 
7,4; man ſoll die Lage des Punktes beſtimmen. 


Auflöfung. 
Ziehe zwei einander rechtwinklig fchneidende Coordinatenachſen 
Big. 9. XXX‘, YY’ (#ig. 9) und trage 


nun nad) einem angenommes 
nen Maßſtabe OM, = 5,8, 
ON, = 7,4 auf; fo ift ber 
Durchſchnittspunkt P, der 
buch M, und N, zu ben 
Coordinatenachſen gezogenen 
Parallelen M,P, und N,P, 
ber verlangte Punkt. Denn 
man bat dafür 
x — 5,8, ya 7A. 





NWa 
2) Einen Punkt zu beſtim⸗ 
yY men, deffen Abfeiffe = — 8,5 
und beffen Ordinate = 6,2 ifl. 
Auflöfung. 


Mache nad) dem gewählten Maßftabe. (Big. 9) OM, = 8,5 
und ON, — 6,2; fo ift der Durchfchnittöpunft P, der durch 


— 
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M, und N, zu den Coordinatenachſen parallel gezogenen Geraden 
der zu beſtimmende Punkt. 


3) Man ſoll einen Punkt finden, fuͤr welchen die Gleichungen 
beſtehen: 
x — —48 und y — —83. 
Auflöfung. 
Made (Big. 9) OM, = 4,8 und ON, = 8,3, um in bem 
Durchſchnittspunkte P, den verlangten Bunft zu erhalten. 


4) Einen Punkt zu beftimmen, deſſen Abſciſſe = 7,5 und 
befien Ordinate = — 6,1 if. 
Auflöfung. 
Mache (Big. 9) OM, = 75, ON, = 6,1, um den vers 
langten Punft P, zu befommen. 


5) Einen Punkt anzugeben, für welchen x — o, y — 8, 3 ift. 
Auflöfung. 
Der Bunft N, (ig. 9) gemügt dieſer Bedingung, da nach 
Aufgabe 3 ON, = 8,3 iſt. 
6) Einen Bunft fo zu beftimmen, daß deſſen Abfciffe = — 4,8, 
deſſen Ordinate aber Null ift. 
Auflöfung. 
Rah Aufgabe 3 ift M, (Big. 9) der zu fuchende Punft. 
T) Bon einem Achtecke A,A,A,A,A,A,A,A, find bie 
Coordinaten der Edpunfte der Reihe nach wie folgt gegeben: 


y=l(, Jyı = / 
x. — —5, y. — — 2, 
x, — —9, „= 6, 
= 3, vY. = 10, 
x, == 14, Y=-), 
u=T, Y=—7, 
Bi = 8, — = 1, 
— 5 — 0. 
Man ſoll hiernach "a8 Bolygon MNareſch darſtellen. 
Aufloͤfung. 


Da fü den erſten Edpunft A, (Big. 10) die beiden Coordi- 
naten x, und y, Null find, fo fänt berfelbe mit dem Durd)- 
fhnittöpunfte der Coorbinatenachfen zufammen, Wie bie anderen 

2* 
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Edpunfte der Reihe nach erhalten werden, ei! ſich, bei 
Fig. 10. 





richtigem Berftändniffe der vorhergehenden Aufgaben, nun un⸗ 
mittelbar aus der Anfchauung der beiftehenden Figur. 


$. 8. Transformation der Koordinaten. 


Soll von einem Boordinatenfyfteme*), das irgend einer Unter- 
fuhung zu Grunde gelegt war, ‚aus irgend welchem Grunde in 
der Weife auf ein anderes, in Bezug auf das erfte feiner Rage 
nad) befannted Goordinatenfyftem übergegangen werden, baß bie 
Coordinaten in Hinſicht ded alten Syſtems durch die auf das 
neue Spyftem bezogenen Coorbinaten ausgedrüdt erjcheinen, fo 
nennt man biefe Operation die Transformation ber Coor— 
binaten. &8 find hierbei beſonders drei Fälle zu unterſcheiden, 
welche wir nun der Reihe nad), vom einfachften Falle ausgehen, 
betrachten wollen. 


9%) Bergl. 8. 6. 3. 


Br 


'M;Q 1 0X, M,R//QO, 
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Erfer Fall:.. Die neuen Achſen feien den urfprüng- 
lichen parallel. 
Es feien (Big. 11) OX, Fig. 11. 
OY bie alten, um ‚9 rı 9 
0,%£//OX, 0,9//OY bie 
neuen Achſen, ferner a und 
b die Coordinaten OQ und - 
0,9 ded neuen Anfangd- & 
punktes O, in Bezug auf 
die alten Achſen, x, y,biex 
Coordinaten des gegebenen 
Punktes P in Bezug auf 
eben biefe Achſe, dagegen 
x, 9 deſſen Coordinaten hin- 
fihtelich der neuen Achfen. 
Man hat alsdann . 
x = OM = OQ+QM = OQ+O,M, | 
y= PM MM+PM, = 0,Q-+PM, 






— a mn — o > un — — — — — — — — — 


Oz 


| 
| 
| 





oder x=att)] 
y-b+ty ....() 
und hiernady unmittelbar 
v=y_b 2... (2) 


Für den Fall, daß die Coordinatenachſen OX und OY be 
züglich.parallel nad O,&’ und O,N’ verlegt werden, hat man die 
oordinaten OS und O,S bed neuen Anfangspunftes in Bezug 
auf das urfprüngliche Coordinatenſyſtem negativ zu fegen u. ſ. w. 


Zweiter Fall. Der Anfangspunft der Goordinaten 
bleibe unverändert, Big. 12. 
bie Ridhtung ber 
Achſen dagegen fei 
verändert. | 
DBezeichnet man ben bie 
Richtung der neuen Achfen. 
beftiimnmenden Winkel XOX 


(dig. 12) durch ©, zieht 





fo hat man: 
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x = OM = OQ--MQ = OQ—RM, 
y= PM = RM-+PR = MQ-+PR 


oder da IJRPM, = JX0t =g 


RM, = PM, sing 
PR = PM, cosg 
OQ = OM, c08Y 

MQ= OM, sin ꝙ 


und nad) obiger Bezeichnung 


OM, — x, PM. == 9 
iſt, auch: x — x cos ꝙ - y sin ꝙ (3) 
y=tIsing+ycapy) 


Hieraus erhält man unmittelbar, wenn man einmal bie erſte 
Gleichung mit cosp, die zweite mit sing multiplicirt und hier⸗ 
auf addirt, das andere Dial die erſte mit sing, bie zweite mit 
cos multiplicirt und darnach fubtrahirt: 


(= xco8p-+-ysinp j (4) 
y = y oos ꝙ — xXx gin ꝙ Bu j 
Anmerkung. Bei der Anwendung der vorftehenden Formeln hat 
man insbefondere auf das Richtungszeichen der vorlommenden Winkel 
zu achten. Man fteht babei, wie früher, OX als die dem Nullwintel 
entfprechende Lage ber neuen pofitiven Achſe OX an und denkt fi ben 
Winkel ꝙ ſtets dur Drehung in der Richtung entflanden, welche durch 
eine Bewegung der pofltiven Abſciſſenachſe OX gegen bie pofltive Orbi- 
natenachfe OY innerhalb des erſten Quadranten angedeutet wird. Die 
Rage der neuen pofitiven Orbinatenachfe ergibt fich immer Teicht, wenn 
man berüdfichtigt, daß dieſelbe bei der angegebenen Drehung eine Bes 
wegung in gleihem Sinne macht. Man überzeugt ſich leicht, daß obige 
Formeln für jeden Werth von @ gelten. - 


Dritter Ball. Der Anfangspunft und die Richtung 
Fig 13. der Eoordinatenachfen feien . 


verändert. 
Sind (Fig. 18) OM—=x, PM=y 
die Coordinaten bed Punktes P in Be: 
zug auf bie alten Achfen OX, OY, 


zug auf dad neue Achſenſyſtem 
0,8%, 0,9, und endlich O,M, 
— x', PM, = y’ die Goorbinaten 
deſſelben Punktes in Bezug auf bie 





0O,M, — x, PM, =ybiein®ße 


—— 
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durch den neuen Anfangspunkt O, zu den alten parallel gezoge⸗ 
nen Achſen, ſo hat man nach dem erſten Falle: 
x=-a+xr, 5 X—a 
y elbty; Y-y-—b 
und fomit nad) dem zweiten Falle: 
x — a- xcos ꝙ — y sin ꝙ 


y„- b-+reing-+9cosg 6) 
und x — x coep+y sin ꝙ 
y — Ycos ꝙ - x sin ꝙ 
oder = <—- )cap+(y— — 
y — (y—b)cosp—(x—.a)sinp 
Zuſatz. 

Fuͤr den Fall, daß die Ordinatenachſe des neuen Syſtems 
Big. 14. eine dem bisherigen Sinne entgegen- 
ER Y _gefebte Lage haben follte, wie z. B. 
* Zu in Sig. 14, fege man in den für 


die zwei legten BAle erhaltenen 
N Sormeln y negativ. 
L Man erhält alddann: 
N «) für den zweiten Fall: 
xXx— rcos ꝙ4 y sin ꝙ (7) 
seinp—Yyceospı 
= xc08p-+-yeinp ...(8) 
y — xein ⸗- ycop) 
A) für den dritten Sal: 
x — a 4xr cos - y sin ꝙ (9) 
y—=b-+reinp—ycoap) 
, = u Ge An AREA 5 . (10). 
= (x—a)sinp b) cos ꝙ 


---3__L__-_-- 





u 14 
| 


8. 9, Beifpiele, 


1) Die Coordinaten eined Bunftes fein x —= — 478,5 und Ä 
y== -+625,8; man fol die Achſen parallel fo verlegen, daß | 
die Goordinaten ded neuen Anfangspunftes in Bezug auf das | 


alte Syſtem a — 654 und b = — 80,4 werden und bie | 
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Eoordinaten jenes Punkte in Bezug auf biefe Coordinatenachſen 
berechnen. 
Auft oͤſung. 
Führt man in die Gleichungen (2) des $. 8 bie gegebenen 
Werthe ein, fo folgt: 
x — —478,5 — 65,8 — —543,9 
y — 6258-4804 = + 706,2. 
2) Die oordinaten eined Punftes fein x —= 312,7, 
y — —416,8; der Anfang der Achſen bleibe unverändert, die 
pofitive Abfeiffenachfe eines neuen Syſtems bifde aber mit ber 
des alten einen Winfel von 210°. Welches find die Eoordinaten 
iened Punktes in Bezug auf diefe neuen Achfen? 


Auflöfung. 
Set man in den Gleichungen (4) de $.8 x = 312,7;° 
y= —416,8; 9 = 210°, fo folgt: 
r = 312,7 cos210° — 416,8 sin 210° 
y — — 416,8c08210° — 312,7 sin 210° 
oder r — — 312,700830° + 416,8 sin 30° 
y = 416,8c0830 ® + 312,7 sin 30° 
und hieraus x = —270,8-+208,4 = — 62,4 


y — 360,95 +15635 = +5173. 


3) Welche Werthe nehmen in vorhergehender Aufgabe bie 
neuen &oordinaten an, wenn die .neue Ordinatenachſe in einem 
dem vorigen entgegengefegten Sinne zu liegen fommen fol? 

Auflöfung. 

Nach $. 8 Gl. (8) folgt: 

x = 312,7 co8210° — 416,8 sin 210° 


y — 312,7sin210 ° + 416,8 cos 210° 
oder x = —312,7c0330° +416,8 sin 30° 
| y — —312,7sin30° — 416,8 cos 30° 
oder x — —270,8+2084 = — 62,4 
y — — 156,35 — 360,95 = — 5173. 
4) Die Coordinaten eined Punktes fein x = — 1417, 
y — —2045. Die Achfen werden fo verlegt, daß: die heue 


Abſciſſenachſe mit der. urfprünglichen Lage einen Winkel von 
130° bildet und die Goorbinaten des neuen Anfangspunktes in 
Bezug auf die früheren Achfen a — 216, b = — 804 find 
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Man fol die Koordinaten jenes Bunftes in Bezug auf die neuen 
Coordinatenachfen berechnen. 


Auflöfung. — 
Setzt man in den Gleichungen (6) des $. 8 x = — 1417, 
y—= —2045, 9 = 130°, a — 216, b = — 304, 7 folgt . 


für die neuen Goordinaten: 
—= (— 1417 — 216) cos130° + (— 2045 + 804) sin 130° 
— (— 2045 + 304) cos 130° — (— 1417 — 216) sin 130° 


oder x — 1633 c0s50° — 1741 sin 50° 
9 = 1741c03550°+1633sin50° 
oder r = 1049,67 — 1333,68 = — 284,01 


y = 1119,09-+1250,95 = -+ 2370,04. 

5) Welche Werthe nehmen in der vorhergehenden Aufgabe 
die neuen Coordinaten an, wenn die neue Ordinatenachfe eine 
ber im vorigen Falle entgegengefeßte Lage haben foll?. 

Auflöfung. 
Nach 8. 8 Gl. (10) folgt: 
r = (— 1417 — 216) cos 130° + (— 2045 -+ 304) sin 130° 
— (— 1417 — 216) sin 130° — (— 2045 -+ 304) cos 130° 
oder x = 1633 c0os50° — 1741 sin 50° 
| — — 1633 sin 50° — 1741 c0s 50° 
oder x = 1049,67 — 1333,68 = — 284,01 


y — —1250, 95— 1119, 09 = — 2370,04. 
6) Das Viered A,ÄA,A,A, (Fig. 15) wurde in ber Weiſe 
aufgenommen, daß man Big. 15. 


in Bezug auf die Diago- 
nale A,A, als Abfeiffen- 
achſe und A, als An- 
fangspunft die Coordi⸗ 
naten der Edpunfte A,, 
A, und A, beftimmt hat. 
Man fol nun die Coor⸗ 
dinaten dieſer Eckpunkte 
in Bezug auf die Seite N. 
A,A, als Abfeiffenachfe und denſelben Anfangöpunft A, be⸗ 
ſtimmen, wenn gemeſſen wurde: 

A,B=x, = 205; A,‚B=y,=1017; AA, =x, = 36,5; 
A, C=xz = 17167; A C=y, = —102. 


Ay 





... 
”». 


- 
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Auflöfung. 
Aus dem rechtwinkligen Dreiede A,A,O folgt: 
A,A, = Yx,'+y,' = _ vrRR DR — 20,4. 
Run ift der Drehungswinkel . 
| gp=AR— LZCA, A, 
10,2 1 


. A,C 
folglich sing ⸗ AA, — — 504 - —; 
und cos ꝙ ⸗ AU — 11,67 _ 3,89 
| KA, %,4 6,8 
und man erhält fomit nad) $. 8 ©I. (4) 
1) für die neuen Coordinaten des Punktes A,: 
= 2, 7 = 12,406 


10,7.5,89 , 20,5 








gg ty IS 
—y 
2) für die neuen Coorbinaten des ‘Punktes A,: 
36,5 ..3,89 
x — 7 — 31,61 
⸗ 6,8 
1; 


3) für ve neuen Geekinat bed Puntt A.: 


7) Bei der —* eines Biete A,A,A,A, (Big. 16) 
Fig. 16. | hat man A, A, um 

Aa | -A,G ale pofitive Eos 
ordinatenachfen, alfo 

- A, als Anfangspunft 
G gewählt; man foll nun 
die Coordinaten ber 
Eckpunkte  beftimmen, 
> j wenn bie Achſen bes 
I — nach A,A, und 
A A,D verlegt werben. 









en nn nn mn va 
* 
- 
* 


* 


Gemeſſen wurde: | 
AB=x, =67; AB=y, = 138; A,A, = 802; 
AC=-x, = 235; AC-y, = 212. 
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Auflöfung.. 
Aus dem rechtwinfligen Dreiede A,A,F folgt: 
AA, = v(A,C—A,B)’+(A,C—A,B)! 
— yi88° +74 —= 20,2. | 
Zur Beftimmung bed Drehungswinkels A,A,D = 9 hat man: 
A,C—A,B _ 74 








i — 3 = — I... —⸗ — 
anpg — F. AA, 
on Ar _ AıC—A,B _ 18,8 

FRA, Ua 7 DR 


Sept man nun in 8. 8 Gl. (10): 
I a=AB=67; b=AB = 138, 
fo erhält man 
| 1) für die neuen Goordinaten des Punktes A,: 
| — (0 —6,7)co8sp-+ (0 — 13,8) sin p 
| 9, = (0— 6,1) sing — (0— 13,8) cos p 
| 6,7.18,8: 13,8.74 








oder 1. = 2 50,2 == — 11,29 
6,7. 74’ 13,8.18,8. ' 
ee 7 au "7 Tea 


2) ii die neuen Coordinaten des Punktes A,: 
— (30,2 — 6,T)cosp-+(0 — 13 S)eing 
— (30,2 — 6,7) sin g— (0 — 13,8) cos p 
235.188 13,8.7,4 











oder u m — — 16,83 
er 7,202 20,2 
| 235.74 138.188 _ u, jr. 
| 97909 Tr 


3) für die neuen Coordinaten ded Punktes A,: 
x, — (25,5 — 6,7) cos + (21,2 — 13,8) sin ꝙ 
Y, = (25,5 — 6,7) sing — (21,2 — 13,8) cos ꝙ 








ober 
... 188.18,8 TA. 74 _188°+74° 202° _ 999 
s 20,2- "20,2 20,2 20,2 
_ 188.74 _ 74.188 _, 
Yu I 


Ä $. 10. Bolarcoordinatenfyitem. 
| 1) Außer der im $.°5 angeführten Methode behufs der 
Beſtimmung ber Lage eined Punktes findet nody eine andere 
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Anwendung. IN nämlidy (Big. 17) XXX irgend eine fefte Gerade, 
O ein beftimmter Punkt derfelben, fo fennt man offenbar un- 
ig. 17. zweibeutig die Lage irgend 


- 


eined Punktes P, wenn bie 
Entfernung OP =r und ber 
Winfel POX 9 gegeben 
find. Die Stede OP —=r 
“ heißt der Radius vector oder 
Fahrſtrahl, ber feſte Punkt O 
der Pol, die feſte Gerade die Bolare, ber Winkel POX —= ꝙ 
ver Polarwinkel. Fahrſtrahl und Polarwinkel führen den ge— 
meinfchaftlichen Namen Bolarcoordinaten, weshalb diefe Bes 
flimmungsart auch die Methode der Polarcoordinaten ge- 
nannt wird. 
2) Der Polarwinkel wird ftetd von OX ald der dem Null. 
winkel entfprechenden Lage aus bid AR in dem durch den Pfeil 





"angedeuteten Drehungdfinne gemefien, und um allgemein einen ° 


Punkt zu bezeichnen, deſſen Bolarcogrdinaten r und 9 find, febt 
man furzweg: Punkt (r, y). 

Fig. 18. 3) Sind (Fig. 18) zwei Punfte 
| (X, 4) und (rs, 94) gegeben, ſo iſt 
deren Entfernung 


Wurzelzeichen die in 8. 7 gemachte Be— 

merkung gilt. 
4) Iſt ein Punkt P (Fig. 19) durch 
feine Polarcoordinaten rund ꝙ 
beſtimmt, ſo laſſen ſich daraus 
leicht deſſen rechtwinklige Co⸗ 
ordinaten in Bezug auf den 
Pol als Anfangspunkt und 

x die Polare als Abſciſſenachſe 
herleiten. Denn man erhaͤlt 
ſofort 









x — r cos ꝙ 
und Y — rsinp 
wie auch der Polarwinkel ꝙ 


E=+Yr,*+r,°—2r,r,cos(g,—p,). 
wo wegen bed Doppelzeichend vor dem. 


- —— 
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beſchaffen fein mag. Deffen Größe bedingt naͤmlich zugleich die 
Richtungszeichen der Coordinaten, wie folched aus den Elementen 
der ebenen Trigonometrie befannt ift. 


5) Umgefehrt erhält man die einem Punkte entſprechenden 
Polarcoordinaten aus deſſen rechtwinkligen Coordinaten durch 
die Relationen 





y. 


T’ = x’+y? und tgp = z 


— — — — 
[4 
N 
. 
. 
1} 
‘ 
. 
3 
0 





— ——— — — — — ———* 
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Berechnung der Azimuthe. 


$. 11. Azimuth einer Strecke. 


Es fein A, und A, (dig. 20) zwei aufeinanderfolgende 
Edpunfte eined Polygond, x,, y, und x,, y, bezüglid deren 


Fig. 20. 





Coordinaten in Bezug auf die Co— 


y ordinatenadhfen OX, OY und ben 


Anfangspunft O derfelben. Zieht 


.man nun durch den Anfangspunkt 


A, ber Strecke A,A, eine Parallele 
A,B zur pofitiven Richtung OX ber 
Abfeiffenachfe und denkt fich dieſelbe 


“in dem in 8.1.8 angegebenen, alſo in 


nebenftehender Figur durch den Pfeil 


angebeuteten Sinne, fo lange um. 


A, gedreht, bis fie mit ber Strede 
A,A, zufammenfällt, fo beftimmt 
die Größe dieſer Drehung einen 
Winkel &,, welchen man die Abs 
weichung ober dad Azimuth ber 
Strecke A,A, nennt. 

Es ift Mar, daß je nad ber 
Lage und der angenommenen Aufs 
einanderfolge ber Endpunkte einer 


Strede, dad Azimuth fi) Ändert und jeden Werth innerhalb 
der Grenzen 0° did AR annehmen kann. Außer dem eben 
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erwähnten Falle (Big. 20) find offenbar noch die in den Figuren 
21 bis 23 dargeſtellten Bälle möglich. 
Fig. 22. Big. 23. 
Y x 


—J— 
x 
‘ 
fe 


8 





| $. 12. Azimuthe der Seiten eines Polygons, 


Nach dem in. 9. 11 Borgetragenen. it es nun leicht, die Azi⸗ 

muthe faͤmmtlicher Seiten irgend eined Polygons zu veflmmen, 

Bezeichnen wir zu diefem Ende durch A,, A,, A;,.. A, 

(dig. 24) die aufeinander folgenden Eckpunkte“) des Achtecks 
Big. 24. 





A,A,A,...A,, und bilder nun die Azimuthe der aufeinander: 
folgenden Seiten genau nad) obiger Vorſchift, ſo erhalten wir: 


._._.. — — — na 


*) Bergl. 6.1.8. 
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&, ald Azimuth der Seite A,A,, 
a : ⸗ e s A,A, 


@; A,A, 


“ 
X 
N 
Rn 


Anmerkung. In Bezug auf die Annahme der Coordinatenachſen, 
Nummerirung der Edpunfte u. f. w. bei der flüdweifen Bermeflung 
fämmtlicher Liegenfchaften des Großherzogthums Baden fagt die betreffende 
Anweifung im $. 4: 

„Zum Bwede der Triangulirung if das Land durch den Meridian 
der Sternwarte zu Mannheim und den durch die Sternwarte auf diefen 
Meridian gezogenen Perpendifel in vier Hauptiheile zerlegt worden, 
welche nach der Himmelsgegend den Namen: Südweſt, Nordweft, 
Nordoft und Südoſt führen. N 

Ale Punkte des Dreiedsnepes werben mittel der fentrechten Ab- 
fände von biefem Meridian und Perpendikel beflimmt. 

Die Azimuthe werden von Süd über Weit gezählt und darnach 
richten ſich die Zeichen der Abfeifien und Orbdinaten in ben vier 
Quadranten.“ 

Ferner im $. 41b: 

„Die Rummernfolge geht in ter Richtung: Nord, We, Süd, 
Of und Nord“. 

- Bergleiht man dieſe Borfchriften mit unferen Annahmen, fo ergibt 
fih daraus eine vdllkommene Uebereinſtimmung beider. O ift hiernach 


- der die Mannheimer Sternwarte bezeichnende Punkt, OX die Richtung 


ber pofitiven Seite des dur die Sternwarte gehenden Meridiand, OY die 
pofitive Richtung der Ordinatenachſe, XOY, X’OY, X’0Y’‘, XOY’ find 
die vier aufeinander folgenden Duadranten und die Nummerirung der 
Eckpunkte, fowie die Erzeugung der Polygonwinkel und der Azimuthe 
erfolgt darnach ganz in der von und angenommenen Weife. Es ift Elar, 
dag man die durch verfchiedene Punkte einer zu vermeflenden Fläche von 


nicht zu großer Ausdehnung gehenden Meridiane als unter einander 


parallel anfehen darf. 


$. 13. Berehuung der Azimuthe aus den Polygonwinkeln. 


1) Faßt man die Beſtimmungsweiſe der Azimuthe der Seiten 


eines Polygons näher in's Auge, fo überzeugt man ſich leicht, 
bag die Schenkel irgend eines Polygonwinfeld in Bezug auf bie 
durch den Scheitel beffelben zur Abfeiffenachfe parallel gezogene 
Gerade überhaupt dreierlei Lagen haben fönnen und fich bei jeder 
biefer Lagen, hinſichtlich der Aufeinanderfolge der Eckpunkte, 
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wieder zwei Fälle unterfcheiden laſſen. Es koönnen naͤmlich in 
Bezug auf jene Parallele liegen: 

a) beide Schenkel oberhalb, wo alsdann in Betreff der 
Eckenfolge die zwei durch bie. Winkel A, und A, (Sig. 25) 
bargeftellten Säle möglich find; 

b) beide Schenkel unterhalb, wie 3. B. bei den Winfeln 
A, und A, 5; 

c) der eine Schenfel oberhalb, der andere unterhalb, 
wie bei den Winkeln A,: und A,. . Beiftehende- ig.-25 umfaßt 





X: . 
alfo fämmtliche Faͤlle, welche überhaupt moͤglich find und’ wir. 
wollen nun bie Azimuthe der ſechs Seiten der Reihe nach in 
den Bolygonwinfeln auszudrüden fuchen. | 
2) Bezeichnen wir zu dieſem Ende in ber Beige durch A,, 
A,,A,,... A, bie den Eden A,, A,, A,, ... A, entſprechen⸗ 
den und an der Figur durch. ununterbrochene Bogen angedeuteten 
PBölygonwinfel, durch 8,, 89, 85, ... 5, der Reihe nach die 
aufeinanberfolgenden Seiten A,A,, A,A,, ...A,A,, A,A,, 


durch @,, &,, &, ... @, bie ben Seiten 8,, 85, 85, ... 8, enb 
ſytechenden Azimuthe, ſo hat man: 
3. 8. — es .......... (1) 


Az. Ss =0, = INA, 


Spitz, Lehrbuch der ebenen Polygonometrie. 3 + 
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ober da P, +A, ta, = 2ER, 
alfo Pr = 23R—a, —A, 
ae AR— (DR — ao, — A,) 
— a, FA, — 2R4R. .. (2) 
Az. 8, a, = A, — —- IR 
== A, —, - 2R 
A,—(IR— a,)—2R 
— x, A, IR—AR... (3) 


— 0,+A,—2R ...... (4) 


Ya mda—, 

= A,—yı 

— A, —(2R—a,) 

= A, —2R ....-.. (5) 
Az. s. ea, = PstAs 

= 0, —2R+A, 

=, A, — 2R ...... (6) 


Aus der Vergleichung dieſer ſechs Werthe geht unmittelbar 
hervor, daß wenn A, An, Aun, drei aufeinanderfolgende Po⸗ 
Iygonwinfel, @,., und a, bie den Seiten A,,A, = s,_', und 
A,A.ıı = 5, entfprechenden Azimuthe bezeichnen, dad Azimuth 
a. der Seite s, einen ber nachſtehenden drei Werthe haben muß: 

A. 2R, 

an FAR, —2ZRHAR, 

nt An — 2R — AR. 
Bezeichnet fomit z, einen Factor, der je nad) der Lage ber Seiten 
Ba-ı, Ba Und 8... den Werth O, +1 oder —1 annehmen fann, 
fo läßt fi der Werth des Azimuths allgemein ausbräden durch 
bie Bormel: 

a. = tra ER 42, R. ..... (7) 


3) Nehmen wir nun an, es feien z,, Zu, Zur +-- Zu Ze 
ber Reihe nach die Werthe, welche z, bei ber Beſtimmung ber 
aufeinanderfolgenden Azimuthe der Seiten irgend eines Polygons 
annimmt, wo alfo jeber derfelben wieder O, +1 oder —1 fein 
wird, und fegen in ber Gleichung (7) für n ber Reihe nach bie 
Werthe 2, 3, ..... (a — U), n, fo ergeben ſich nachſtehende 
Relationen: \ 
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— a, +A,— 2R+4z,R 
0, = 0a, +A,—2R-+4z,R 
— 0, +A, —2R+42,R 
| eG. = + An — 2R +47, ,R 
oo = 0,1 trAÄAr —2R HIER. 
Addirt man diefelben gliedweife und läßt fogleich die beiderfeits 
erfcheinende Summe 
œ, ta,t+e, +... +0. 
außer Acht, fo folgt: 
= a,+A,+A,+rA,+.: .tA.tA „— 2a—1)R 
+4(z, +2, +2... tz tz)R 
oder, wenn man bie Summe - 
z, +2, r2, +. Ta‘ +2 = 2 
ſetzt, wo z nad) der Eigenfchaft der Summanden z,, Z,, --- Zu 
Null, oder eine ganze pofitive oder negative Zahl fein muß, 


„=a, + A, A, +... HA, A. —2 (nm —1)R+4ZR...(8) | 


Diefe Gleichung (8) zeigt, wie man aus dem erſten Azimuthe 
und den n erften Polygonwinkeln das Azimuth der nten Seite 
5, leicht berechnen fann. Sobald die Summe 

a, +A,+A, +... — 2a — DR 
negativ ausfällt, hat man fo oftmald AR Hinzuzuzählen, ale 
nothwendig ift, um das Azimuth poſitiv erfeheinen zu lafjen. 


4) Für den Fall, daß die letzte Seite parallel mit der. Ab- 
feiffenachfe ift, oder mit diefer zufammenfällt, geht das Azimuth 
a, der erften Seite in A, über, und man hat unter dieſer Vor⸗ 
ausfegung für das Azimuth der nten Seite-eined Polygons: 
= A A, A, tt... 4A, + A, 2m 1)R+4ZR...(9) 
oder wenn man zur Abkürzung die Summe 
A,+A,+A,+..... +A,=(A,)....(10) 


.&% = I(A,)--2(a —1)R+AER.... (11). 
Bezeichnet s, die legte Seite eines nedd, alſo m, deren Azi⸗ 
muth, fo ift dieſes unter der eben gemachten Vorausfekung ent: 
weder 2R, oder Null, je nachdem bie Seite s, mit der poſt⸗ 
tiven Abdfeiffenachfe gleiche, ober entgegengefekte Richtung hat. 
Man überzeugt fich Hiervon leicht durch Zeichnung der betreffen, 
den Fälle. 


ſetzt 


3% 
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$. 14. Beiſpiele. 


1) Die Azimuthe ver Seiten des Elfeckks A,ÄA,.....A,, zu 
berechnen, wenn gegeben ift: 


a, = 15° A, = 280° A, = 310° 
A, = 236° A, = 25 A, = 356° 
A, = 260° A, = 250° A,, = 10° 
A, = 30° A, = 40 A,,-= %. 
Auflöfung. 
Rad 8.13. 2 bat man: 
a =]15 
a = kA, ER 
— 15°+ 260° — 180° =. 950, ' 
a, ma, FA, 2R+IR 
— 950 300 1800 — 305°, 
eo, = 0,+A, —2R— 4R 
— 305° + 280° — 540° == 45°, 
2, = a, +A, —2R+AIR 
— 450 250 1800 — 250°, 
0, = a, A, — 2R 
== 250°-+250° -- 180%. — 320°, 
&, =.0, A, — 2R 
== 320°-+40°— 180° — 180°, 
a = +4, —2R 
= 180° +310°— 180° — 310%, 
0, = a, +4, — 2R 
— 810° +36°— 180° — 166°, 
a = t+A,n—2R 
— 166° 1000 — 180% —= 86°, 
a as trA,ı —2R HIN 


— 86°-4530-4180° — 3190. Ä 
Bei einiger . Aufmerkfamfeit Ichließt man aus vorftehender 
Berechnung leicht auf ſolgende ee Verfahrungsweife: 


o,—= 1% . 950 
1200 = A, Ur 30 = A, 
— 1800 4 1800 





&, = 95° a, = 305° 
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a, — 305° &, — 1800 
+ 28000 = A, . + 3100 — A, 

5850 490° 

‘ — 540° — 1800 
Fer 05 en 
+ 23°—=A, + 36° = A, 

. 70% 346% 

+ 180° — 180° 

| a, — 230° &, = 166% 
+ 250° = A, + 100 = A,, 

500° 266° 

— 180° — 180° 

2, = 300 a 
+ 400% = A, + 530 —-.A,, 

360° 1399 
— 180° + 180° 
0, — 1800 a, =wl 


2) Bon einem Elfede A,A,A,....A,, fennt man bie 


Mintel: 
A, — 40012 A, 170030 
A, = 260018 A, = 50° 
A, — 130°15° A, = 200050' 
A, = 70036‘ A, = 70010 
A, —= 265°40' A,, = 320%45° 


40 
und weiß, daß die Abfeiffenachfe mit der Seite A,A,, parallel 
geht. Man fol die Azimuthe der. einzelnen Seiten beftimmen. 


Auflöfung. 

Da die Summe I(A,,) der 10 gegebenen Winfel 15790 16° 
beträgt, alfo Kleiner ift ald 2(n—2)R oder 2(11—2)R = 18R 
— 1620°, fo erhält man nad) 8. 2. 4 für den fehlenden Winkel 

A,, = 1620°— 1579016’ — 40044’ 
und man hat nun: 


= 40012 —=-A &, — 1200 30° 
+ 260018 — A, + 301 = A, 
3000 30° 2500457 
— 1800 0 1800 
&, — 120930 a, — 7008° 


O5 


171 


7 


7 


Gr 


I ++ +I 


Fl 


14 +I 


70° 45’ 

70° 86° 
141021‘ 
180° 
321°21’ 
265° 40’ 
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— A, 


— A, 


587° 1’ 


540° 
47° 1’ 
170° 30° 
217031’ 
180° 
37031’ 
50° 
87031’ 
180° 
26737 


— A, 


— A, 


a, = 267°31' 


ze 


358°31° 

180° 

178031‘ 

320045 — A,, 

49916’ 

180° 

319016’ 
40044 — A, , 
3600 

1800 

1809. 





| 
| 
| 


nn ————— — —— 0 —— ———— — — — 5757— 


wieder die Coordinaten 
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Berechnung der Coordinaten der Eckpunkte eines Polygons. 


6. 15, Berechnung der Coordinaten ans den Seiten 
und Azimuthen. 


1) Hinfihtlih der Richtung und ber Aufelnanderfolge ber 
Edyunfte kann eine Seite eined Polygond vier verfchiebene 
Lagen in Bezug auf die Coorbinatenachfen annehmen, wie folche 
der Reihe nach durch die vier Seiten 8., 8,, 85, 8, des Vierecks 
A,A,A,A, (Big. 26) dargeſtellt find. 

Bezeichnen wir nun. 


ber Eckpunkte beziehungs⸗ 
weiſe durch x,, Y.3 X, 
Ya5 X, Ya5 Zu Yas bie " 
entfprechenden Azimuthe, 
wie früher, durch a,, as, 
&,, &,, und ziehen A,B, 
A,C, A,D, A,E pas 
rallel zur Abfeifienachfe, 
fo folgt: 





Ya —yı = A,B = 5, eine, 
x, —xı, = AB=3s,cosa, 
Yy—_y=—-AC- —:,:nß, 

= —s, sin (4R — ,) — s8, sine, 
x, —x. = A,U = 3, cos . 

— s, cos (çAR—,) me 8, 0080, 
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Jyı Js = —A,D = — 2,0089, 

— —8,c8(I3R—a,) = 8, sin , 
x, —x, = — AD — —s,sinf, 

= —s, sin (3R — qæ,) = s, cos q, 
VAVY. = A, E = s,sinß, 

— 3,sin(2R—a,) = 3, sine, 
uyu= —A,E = —s,c08ß, 

— — 5, c08(2R— a.) = 8, 0080,. 


Wir erfehen hieraus, daß wenn x,, Ja und Xyr, Yan Die 
Eoorbinaten der Endpunfte der nten Seite s„ irgend eines Po- 
Ingond bezeichnen, ferner a, das Azimuth diefer Seite ift, man 
ſtets zu feben habe: 

— — 8, Sin @&,-; 1..(1) 

Ku Zn = 8,-1008 &,_ 

oder 
Yn — Yn-ı +8, sin —X (2) 
An = Xa-1ı + 82-1 COB —2 


2) Setzt man in den Gleichungen (1) der Reihe nach 
n = 2,3,4,...(n—1),n, und bezeichnet allgemein bie 
. Differenz 0 Ä 
Ya— Ja durch Ayaı ' 
und u—Xnı 7° IX | 
fo erhält man für die aufeinanderfolgenden Eckpunkte eined bes 
liebigen Polygond 
a) die Ordinatendifferenzen: 
Yy-yı = 4y, = s,8mn; | 
Yy—-Y = I =s,sino, 
Jı — Yy2 = dy, — s sin, ...(8) 


Ya-ı — y „= Iyı > I sin On 
Ya—Ya-ı = IYaı = 8,1 in a,.,; 
b) die Abfciffendifferenzen: 
x, — x. = IAx, =8,c0o8a, 
2 — X = 4x, = 8,C08o, 
X —X, = Ix, — 8,0080, 


1 8 8 LT 8 8 8 8 oo a 


rrr 
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.3) Summirt man jebe biefer zwei Gruppen von Bleichungen, 
fo findet man für bie Coordinaten des nten Eckpunktes eines 
Polygons: 
ey tan +++. Hatte) (5) 
z—=x, +4, +42, +42, +... t+ 4) 
‚ober aud) 

Y=y, ts, me, +s,sina,+...+s,., sin an] ... (6) 
»%, = X, 8,0080, 48,0080,—+...—+ 8,.-1ı 008 &.-ı 

4) Segt man in den Gleichungen (5) wieber der Reihe nad) 
n—1,2,3,4,....., fo erhält man daraus für bie aufeinanber- 


folgen Ecpunkie 
a) die Ordinaten: 


Jı = Jı | =Yı 
„=y.ı+4y: = y,+4y, 
J. =yıtdyı+4y, = y,+4y, \ 
Yy.,=Yyıtrdyı +49, +49, = y+4y,2...(7) 
y =yı+t4y, +47, +43,+4y, = y,+4y, 

b) die Abfcifien: 
hy X — X, 
X = x,+J4x, — x. +4z, 
x, =x,-+4x,+Jd4x, . =x,-+J4xz, 
x,=x,+4/x,+d4x,+4x, = x,+J4x, (8) 


x, +42, +4x2,+4x,+4x, =x,+J4x, 


Hieraus. erfieht man, wie bei der Berechnung ber Coorbi- 
naten am zwedmäßigften die folgenden ſtets aus den nächft vor- 
hergehenden und ben betreffenden Differenzen beftimmt werben. 

5)- Für den Fall, daß das Polygon ein ned, der Edpunft 
A, zugleich Anfangspunft der Koordinaten ift und die pofitive 
Richtung ‚der Adfciffenachfe mit der legten Seite A,A, = s, jur 
fammenfält, — was wir nad dem in $. 8 BBorgetragener 
jederzeit annehmen bürfen und auch von nun an ftetd voraus⸗ 
fegen wollen, wenn nicht ausdruͤcklich das Gegentheil bemerkt 
ift —, wird . 

=, =-0; y, — 0O3 = 


— D u * 
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und nad den Gleichungen (5) und (6) erhält man bie Re⸗ 
lationen: 

= 4Ay+dy,+J4y,-+.. Ferzel (9) 

5 = Az, +4x, Ax, +... +dx,,+t4ixn) 
oder aud) 
0=s,8ine,+B,8ina,+...+8,.,,eine, — (10) 
8,0088, -+8,0080,—+...+ 8.260080... 8,1008, ı) 

6) Sieht man in einem nede ben erſten Eckpunkt ald ben 
(n-+1)ten an, fo wird unter ber in 3) gemachten Borausfekung 
Yaı = 0 und x, = 0 
und es befiehen nach der Gl. (10) fomit ſtets die Beziehungen: 
nit htgete (11) 

0 = Ax, +4x,+4x,+...+4x,.+4%) 
Wir folgern hieraus für den bezeichneten Ball nachftehenden Sat: 
Die algebraifhe Summe fowohl ber n Evorbis 
binatendifferenzen als auch der n Abfciffenpiffe- 
tenzen eines ned3 iſt Rull. 
7) Wir wollen nun bie gewonnenen Refultate nachftehend 
burch bie volftändige Ausführung eined numerifchen Beifpiels 
näher erläutern. 


6. 16. Beifpiel. 


Bon einem Elfede AÄAA,A,..... A,, fennt man*) 

die Seiten: die Winkel: 

8. — 857 A, 10202236,8 

s, — 109s A, — 107038 30" 

2, — 780° A, = 116910’ 22 

s. — 925° A, = 245° 30° 

s, — 943 A, = 108°10/40” 

= 64 A, = 119°10' 10” 

s, = 697° A, — 84° 

s. — 845° A, == 2375031.28” 

u, = 620° A, = 1200 

= 610 A, = 1070 919% 

5, = 897,14 A,, — 239033’ 41,2” 


*) Aus dem Lehrb. ber Polyg. v. Proß. 
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Man fol die Eoorbinaten ber einzelnen Eckpunkte berechnen, 
wenn die Seite A,,A, = 8,,.ald Abfeiffenachfe und A, ale 
Anfangspunkt angenommen wird, und hiernach das Polygen in 
verjüngtem Maßftabe auftragen. 


Auflöfung. 


8) Berechnung der Azimuthe, 
a, —= 102°22'56,8° = A, a@, = 254° 2'38,8° 


+ 10703830" = A, + 84 — A, 
210° 126,8” 3380 23887 
— 180° — 180° 
&, —= 30° 1'26,8° ° a, = 158° 238,8. 
+ 11601022” = A, + 27503123” —= A, 
146° 11’48,8” ' 4330 34° 6,8” 
+ 180° — 180° 
a, = 326° 11’48,8” &, = 253034’ 6,8 
+ 2450 30% -=A, + 12%00 —A, 
571041'48,8” 373034’ 6,8” 
— 5400 — 180° 
ao, = 310417 48,8” a, = 198°34° 6,8” 
+ 10801040" = A, + 107° 2127 = A,, 
1340 52‘ 28,8” "300° 36° 18,8” 
+ 180° | — 1800 
a, = 314052'28,8” &, 0 = 120° 36’ 18,8” 
+ 1191010" = A, + 239023412” =A,, 
4340 21 38,8” 360° J 
— 1800 — 180° 
= 2540 238,8” a, —= 1800 


b) Berechnung der Eoordinatendifferenzen. 





Ordinatendifferenzen: Abfciffendifferenzen: 
dy, = 8, sine, Ix, = 8,Co8o, 
logs, — 2,9329808 10 6, = 2,9329808 
log sina, — 9,9897780 logcosa, — 9,3312978 (—) 
2,9227588 2,2642786 


—= +837,064 dx, = — 183,772 


Drdinatenbifferenzen: 


Ay, = s,3ine, 
log s, — 3,0406023 
log sin «a, = 9,6992864 


2, 1398887 
Iy, = +549,400 
dy, = 8,8ine, 
log s, = 2,8920946 
log sin «, — 9,7453409 (—) 
2,6374355 
Ay, = — 433,946. 
Iy, = s,Sine, 
log s, — 2,9661417 
log sina, = 9,7205111 
'2,6866528 
43, = +-486,019. 
Ay, = 8, Bine, 
log s, = 2,9745117 
log sina, = 9,8504329 (—) 
2,8249446 
Iy, = — 668,259... 
Iy, = 8,5ino, 


log 8, = 2,1951846 


log sin, — 9,9829374 (—) 


2,7781220 
: Ay; = — 599,959. 
Iy, = 8, Sina, 
log 8, 2,8432328 


log sina, = 9,5727470 


2,4159798 


Iy, = +260,603. 


Iy, = s,Sine, 
log s, = 2,9268567 


log sina, —= 9,9818905 (—) 
2,9087472 


Ay, = — 810,489. 
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Abjeifiendifferengen: 


Ax, = 8, 008a, 
logs, — 3,0406023 
log oos «, = 9,9374251 


2,9780274 


Ax, — +950,665. 


Ax, = 8,C08e, 


logs, — 2,8920946 


logcosa, = 9,9195771 


2,8116717 


Ax, = +648,144. 


Ix, = 8,0080, 
logs, = 2,9661417 


log cosa, = 9,9298478. 
2,8959895 


Ax, = + 787,027. 


Ix, = 8, 08a, 
logs, = 2,9745117 
log cosa, = 9,8485329 


2,8230446 


Ax, — +665,341. 


Ix, = 3,0080, 
log s, == 2,7951846 


log cos «a, —= 9,4391703 
2,2343549 
dx, = — 171,536. 
Ax, = 8,0080, 


logs, — 2,8432328 


log cos a, = 9,9673008 (—) 


2,8105336 
Ax, = — 646,448. 
Axz, = 8,0080, 


logs, = 2,9268567 


log cosa, — 9,4515836 (—) 


2,3:84403 


Ax, = — 239,023. - 
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Ordinatendifferenzen: Abſciffendifferenzen: 
— — 8,8ine, Ax, = 8, 0080, 
1085, — 2,1923917 logs, — 2,7923917 
log sin a, = 9,3703440 (—- ) ..logceose, = 9,9877064 (—) 
 .3,1627357 2,7800981 , 
Iy, = — 145,457. dx, = — 602,696. 
Iy = Ss, 800,0 IX, = 8,0 0084, 
log 8,0 = 2,7853298 log s,. = 2,1853298 
log sin a,, — 9,9348496 log cos a,., = 9 ‚1068200 (—) 
2,72017194 | 24921498 
Iy,. = + 525,024. Ax,, = — 310,563. 
Iy,=83,,ın0,=0. dx, = 8,008 «a,, 


! 
e) Berechnung der Eoordinaten. 
Nach 8. 15 (7) und (8) hat ı man: 


Ordinaten: Abſciſſen: 
y,= 0 j x = 0) " 
837,064 = Ay, — 183,772 = 4x, 
y. = + 837,064 x = — 188,772 Ä 
549,400 = 4y, 950,665 —= x, 
y,; = +-1386,464 X, = + 766,893 
— 433,946 = Jy, 648,144 =. 4x, 
y = + 92,518 x, = +-1415,037 
486 019 — Ay, 187,027 = 4x, 
y,'= -+1438,537 x, == + 2202,064 
— 668,259 — Ay, 665,341 = 4x, 
Ye = + 779,278 x, = + 2867,405 
— 599,959 — Ay, — 171,536 = 4x, 
y..= + 170,319 x = +2695,869 
260,608 = Ay, — 646,448 = 4x, 
Ys = + 430,922 x, — + 2049,421 
— 810,489 — Jy, — 239,023 = 4x, 
y, = — 379,567 . X, = +-1810,398 j 
— 145457 = Ay, — 602,696 = 4x, 
Yıo = — 525,024 X,o = +1207,702 . 
‚ 525,024 = 4y,0 — 310,563 = 4x, , 


yuı- I 7. X -t W795. 
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Um mitielſt ber berechneten Coorbinaten bie Figur graphiſch 
in verjüngtem Maßſtabe darzuftellen, nehme man irgend eine 
Gerade OX (Big. 27) als pofitive Abſciſſenachſe, A, ald den 
Anfangspunft und A,Y_|_A,X als pofltive Ordinatenachſe 
an, fo gibt A, zugleich den erften Edpunft. Um ben Punkt A, 

Fig. 27. 







zu conftruiten, nehme man nach dem gewählten Maßftabe Die 
abfolute Länge der Abfeiffe x, — 183,772’ in Zirkel, trage 
ſolche, da x, negativ werden fol, von A, nach M,, ertichte in 
M, eine zur Abfeiffenadhfe Sentrechte und trage y, —= 837,064 ° 
darauf aufwärtd nad) M,A,, fo ift der Eckpunkt A, gefunden. 
Analog beftimmt man die übrigen Eckpunkte. Man erhält 
ſchließlich ein durch die Fig. 27 dargeftelltes Bild für das bes 
technete Polygon. | 


8. 17. Berechnuug der Coordinaten aus den Seiten und 
Polygonwinlkeln. 


1) Nach 8. 13. 4. Gl. 11) ift unter der in 8. 15.5. ger 
machten Vorausfegung: 
a, = I(A,)— 2(n—1)R+4ZR 


sino, — sin[>2(A,)—2(n— 1) R-+42R] 
c08a, —= cos X(A,) —2(n— 1)R-+4zR] 
sina, = sin[I(A,)—2(n—1)R] 

cos c. == 008 [I (A,) — 2 (n— 1)R]. 


Setzt man hierin der Reihe nach f 
n == 1, 2,8,4,....(n—1), n 


alfo 


oder 





. 
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fo folgt: sine, — amA, 
cosa, = cos A. 
sina, — sin[F2(A,)—2R] 
080, = cos[I(A,)— 2R] 
sinaz, = ein[I(A,)—2.2R], 
cos , — c08[I(A,)— 2.2] 
sine, = sin[Z(A,)— 2.3R] 
cosa, = co8[IS(A,)— 2.30] 
sina, = sin[Z(A,)—2.4R] 
ca, = cos[I(A,)— 2.40] 
sine, = sin[I(A,)—2(n— 1)R] 


cos, = c0o8[3(A,)— 2 (a —1)%]. 

Run iſt aber 
| sinca, == sin[Z{(A,)— 2 (n—1)R] 
| — —sin[2(n— 1)R— I(A,)] 
608, = .008[I(A,),—2(n-— 1)R] 
— [2 (n—1)R— (A,)], 

aljo, wenn n ungerabe ifl: 

sinn, = ein $(A,) 

c080, = 008. (A,) 
und wenn n gerade ift: 

sina, = — sin 3 (A,) 

co80, = — 008 I(A,). 
Obige Gleichungen gehen hierdurch uͤber in 

sine, == sin A, 

cos, = cos, 

sind, = — sin I (A,) 

080, = — cos (A,) 

sina, = ein $(A,) 


cos æ, = c083(A,) 
sine, = —san SI {(A,) 
coB m, = — cos &A,) 


sine, == ain$(A,) 

cose, —= 003 3(A,) 

sina, _ ——— 
oos c. = (—1)"""c0os & A,) . 


Ban 


48 Biester Abſchnitt. 


2) Nach 8. 15 (3) und (4) erhält man ſomituder Reihe nach 
a) die Ordinatendifferenzen: 
y,=4Jy,=s,sinA, 
Js Ja=Iy,—=—8,5in >(A,)=—s,sin(A,+A,) 
Y—-Y=JIy,=8,3in3(A,)=s, sin(A,+A,+A, ) 
Y,-Y=I 3,10 3(A )=—s tt 


y. -y.1 =, =(—-1Ns sin (A,.)= (Drs „sin (A, 


—+A,.:.+A,-) 
b) bie Abſciſſendifferenzen: 
X, — Ax, — 8, cos A. 


x —— — 3,008 HA) —s, cos (Ay-t+A,) 
X, —X,=Ix,=3,0083(A,)=s,cos(A,+A,+A,) 

u —X = IX = —3,0082(A,)=—s, —Bä 
x-x ——— — (—1)’3,.,008 2(A,,)=(—1)" 8, C08 (A, 
+A, +... +A..) 
und nad) 8. 15 (6) für die directe Beftimmung. ber. Coordinaten 

bes nten Eckpunktes aus den Seiten und Winteln: 
y„—=8,8in A, —8,8n3(A,)+8,31n 3(A,)—s, nzlA)t... 
+(—1)’3,.,8in3(A,') 
u s.cosA, —8,0083(A,)+8,c082(A, )—00s2(A,)+.. 
+ (—1)” 8,-, 6083 (A...) 


. ‘ BR 
3) Sind fämmtlicye Coordinaten eined Polygons zu berechnen, 
fo beftimmt man auch hier wieder am vortheilhafteften zuerft bie 
aufeinanderfolgenden Goordinatendifferenzen nach obigen Gleichuns 
gen und mittelft derfelben nad) $. 15 (7) und (8) der Reihe nad) 
die Coordinaten der einzelnen Eckpunkte. 
Man findet dafür 
| a) bie Drbinaten: 
y=Jy,=s,sinA, | 
yytays, sin A, —s,5in I(A, 
y=y,+fy,=5,5nA,—s,sin $3(A,)+e,sin$(A,) i 
V.C. Ay, — s, Sin A, —s te sin Z>(A,) 
—8 in2(A,) 


⸗ 
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b) die Abfciffen: 


x, — Ix, = s, cos A, | 

x, = x, Ax, = & cos A, — 8,0083(A,) 

x, = 2,+Jz, — 8,008A, —8, 008 (A,) -8, cos XA,) 
x, = x, +Jx, = 3,008A,— 8,008 3(A,)-+ 8, c0o8 2(A,) 
a — 8,008 $(A,) 


. 0870 83 8 [2 8 8 LT Tr T L LT TFT T TT TR IT CL TFT TC T LT TFT CT CF KL FT FT CF 0 0 oo 


4) Hat die Abfeiffenachfe mit der legten Seite nicht einerlei 
Richtung, fo hat man in vorftehenden Formeln durchweg dad 
Azimuth der Seite s, flatt des Winfeld A, einzuführen. 

5) Wir wollen nun fogleich die gewonnenen Refultate auf 
ein numerifched Beifpiel anwenden. 


. 18, Beifpiel, 


Die Eoordinaten ded in $. 16 gegebenen Elfedd aus den 
Seiten und Polygonwinkeln zu berechnen. 


Auflöfung. 
a) Berechnung der Winkelfummen. 


Winkelſumme. | Duadrant. | Reducirte Winkel. 





A, = 102° 22° 56,8” u 770 37° 3,20 
Z(A,) = 2100 1° 26,8 II 30° 1’ 26,8” 
Z(A,) = 826° 11’ 48,8 IV 330 48° 11,2” 
Z(A,) = 571041’ 48,8” III 310 41’ 48,8” 
Z(A,) = 67452'288° | IV 450 7° 81,2" 
Z(A,) = 794° 238,8” I 740 27 38,8. 
ZI(A,) = 8780 27 38,8 II 210 57° 21,2° 
Z(A,) = 1153034 6,8” I 730 34° 6,8% 
I(A,) = 12730 34° 6,8 III 130 34° 6,8" 
Z'(A,.,) = 13800 36’ 18,8. IV 590 23° 41,2” 


I(A,,) = 1620° 0 
Berechnung der Eoordinatendifferenzen.*) 
Orbinatendifferenzen: 
4y, s,sinA, = -+ 837,064 
47, — 3, sin &(A,) = + 549,400 
*) Die logarithmifche Ausrechnung ift hier weggelaflen, ba fle in Betreff 


der abfoluten Zahlenwerthe genau mit ber zu 6. 16 gegebenen übereinflimmt. 
Spip, Lehrbuch der ebenen Polygonometrie. 4 


— 
— 
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8, sin S(A,) = — 433,946 


47, = 
47, = —s,sin>(A,) = -+486,019 
Ay, = s, sin &CA,) = — 668,259 
Iy, = —s, sin (A,) = —599,959 
Iy, = 3,8sin>3(A,) = + 260,603 
Iy = —s,sin>$(A,) = — 810,489 
Iy, = 8,8in$3(A,) = — 145,457 
IYo = 85, ſin (A, ,) = +525,024 
Iy, =, 1n28(A,,) = I. 
Abfeiffendifferenzen: 
ds, =s,caA, = — 183,772 
Ax, = — s, ceos A,) = + 950,665 
AX, = s, cos (A,) = + 648,144 | 
Ax, = —s,c02(A,) = + 787,027 | 
AX, = 8,008 3(A,) = + 665,341 
Ax, = —s3,0082(A,) = — 171,536 
IAx, = 3,0083(A,) = — 646,448 
IX, = —ãs, cos (A) = — 239,023 
dx, = 8,00983(A,) = — 602,696 
AxX, = —3,,008 (A, ,) = — 310,563 


4%,, = 8,,0ws. I(A,,) = -- 897,139. 


e) Berechnung der Eoorbdinaten. 
Die vorftehenden Coorbinatendifferenzen flimmen mit den 
früher für diefelbe Aufgabe in $. 16 gefundenen genau überein, 
alfo erhält man die Coordinaten wie bort. - 


6. 19, Aufgabe, . 


Die Eoordinaten zweier Punkte A, und An. feien 
Zar Ya UND Kur, Yanız man foll die Entfernung s„ beider 
Punfte und das Azimuth a. beftimmen. 


Auflöfung. 
Sept man in den Gleichungen (1) des 15 n—l=m, 
alon = m-+J1, ſo gehen diefelben über in: 
Sm sin em = Ym+ Ym 
Sm CO8A, = Kaı Xu, 


r 


Berechnung der Coordinaten der Eckpunkte eines Polygons. 51 


oder wenn man beide Gleichungen quadrirt und addirt: 


EN (sin? —+-c08?20,) = (Yan —Yn)? + (Kar — Km)” 
oder, da 


iſt, 


folglich wird 
Em = +V an —Ja)?+ (Kar —Xm)?.... (1) 
Anmerfung Das Doppelzeihen + deutet an, daß wenn bie 
Richtung von Am gegen Ann als die pofltive angejehen wird, man die 
von Amsı gegen Am als negativ in Betracht zu ziehen habe. 
Durch Diviſton erhält man aus obigen Gleichungen behufs 
der Beflimmung des Azimuthd a unmittelbar: 
— Jan _ Sa 
un A," +) 
woraus a gefunden werben fann. Hierbei ift jedoch zu ber: 
fihtigen, daß der Winkel «. liegt: 
a) im erften Quadranten, wenn Ly. und 4x, pofitiv 
find, 
b) im zweiten Quadranten, wenn Iy. poſitiv, aber 
4Xx, negativ ift, 
ce) im dritten Quabranten, wenn Sy. und Ixz, ne 
gativ find, 
d) im vierten Duabdranten, wenn Iy„ negativ, aber 
AEn poſitiv if. 


sin?a„ + cos?a, = 1 


= (Yarı— Ya)? + (Amıı — In); 


tg an 


4% 
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Inhaltsberechnung eines Polygons. 


6. 20. Berechnnug des Inhaltes aus dei Coordinaten der 
Edpuntte. 


1) Nach 8. 5 kann der Inhalt eines jeden Polygons als die 
algebraifche Summe der Inhalte fämmtlicher Dreiede angefehen 
werden, welche entftehen, wenn man von irgend einer Ede des- 
felben aus nach allen übrigen Edpunften Diagonalen zieht. Wir 
gehen darum von der Beftimmung bed Inhalte eines. Dreieds 
aus und fehließen hiernach auf den eines mecks überhaupt. 


2) Iſt A,A,A, irgend ein Dreieck, bei weldyem vie Ed: 
punfte in der feither üblichen Weife aufeinander folgen, bezeichnen 
a, und &, bie ben Seiten A,A,=s, und A, A, — s, at 
fprechenden Azimuthe, fo ift nach) 8. 13 


> a, = a, +A, +2R 
alſo 
A, — , — x. — 2R 
ſomit 
sinA, = sin(a,—a,—2R) = — sin (æ, — «,) 
ober | 


sin A, — sin (æ, — œ,). 


- 


Dezeichnet nun J den Inhalt des AA,A,A,, fo hat man nad 
E. T. 8. 34, 
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8,8,8inA, — 8,8, 8in(a, —a,) 
8, 8, (sine, C08@, — cose, sin«,) 
8, Sin@, .8,C08@, — 8, C08@, .8, Sina,, 


. oder da nach $. 15 (3) 
sauna, =y,—Y, 3,80, = x, —ı, 
s,8ina, = Y,—y, ” 8,0080, = X, —X, 
auch 
= 6. - 0) Q. - x,.) - . - yY.) . - x.) 
— JB, Ts FYS X. - (YX, +Yı X. TYLX,). .. (I). 
Behufs praktiſcher Rechnung gibt man dieſem Ausdrucke fuͤr 
den doppelten Inhalt eines Dreiecks beſſer eine der Formen: 

29 = y. . —X,)+Y; &—2,)+y; (X, —x,)...(2) 
oder 
2) = x, (1, -Y.) X, V. —Y)t%s (Ya —Yı).-- 8). 

Anmerfung. Um eine Gontrole für die ausgeführte Rechnung 
zu haben, beflimmt man gewöhnlich den Inhalt nach diefen beiden 
Formeln zugleich. 

Für den Fall, daß die Aufeinandberfolge der Eckpunkie in ent- 
gegengefegtem Sinne genommen wird, hat man y, und x, an 
bie Stelle von y, und x, und umgefehtt au fegen. Man erhält 
alsdann nach obiger Formel: 


2 = ( HI) - HN) x) 
= — yxy x, +9, % +38, —(YX, PYSX, + JıX;)] 
i. den entgegengefegten Werth von (1). 


Il 


I 
L} 
pr 


3) Denft man fih nun ein ned A,A,A,...A, vom Ed» 
punkte A, aus durch Diagonalen in Dreiede zerlegt und berüd- 
fihtigt, daß dabei alle Dreiede, deren Eckpunkte in einer unferer 
Annahme entgegengefegten Ordnung aufeinanderfolgen, nad) $. 3 
negativ zu nehmen, fomit nach ber eben in 2. gemachten Be- 
merfung wiederum ale poſitiv anzufegen find, fo erhält man 
nach den Formeln (1) bis 8) ganz allgemein für ein ned ben 
boppelten Inhalt 


2) = YIX. tyYaX + YsXı tt. 4 Ya t YaXı — 
Gi +, +1, %+:.+yRnıtYı%).-- .(4) 
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oder 
29 = y. E. -) Y. G. —-X,)+Y X, —X)+--- 
Y (. - X.) + Ya (x, — X). ... (5) 


oder > 


2, = X. (n-Y)+s Yı 7) Y—-X)+--- 
+ X,-ı (Yasa— Ya) + % (Ya1—-Yı) .... (6). 


Anmerkung. für die beiden lebten Gleichungen gilt die zu 1 
gemachte Bemerkung. ' 


4) Bezeichnen x. und y„ die Coordinaten des mien Ed- 
punftes eined Polygond, fo geht aus ber näheren Betrachtung 
ber Gleichungen (5) und (6) unmittelbar hervor, daß die Sum- 
manden ber erflen die allgemeine Form 


Yn (Kmtı — Xn-ı) 
dagegen die ber zweiten die Form 
Im (Ya-ı — Yatı) 
haben. 
5) Unter der feither üblichen Borausfegung, daß 
ss, =-yJ-yp=0 
fei, gehen obige Gleichungen (4) bis (6) der Reihe nady über in: 


2 = Y, x, YS Ft... + yo (Yyırtyı% 


+ y, X, +--..- + Ya-ıXo)----- (7) 
2J=y,1,-+Yy; (u -x,). E. —X)+...+Y2-1(& —Xn-3).: (8) 
2) = —X)s +2, „—-Yı)t X, (9 —Ys)t-.: 4% Ya-1- (9). 


6) Wir wollen nun zur Erläuterung der gefundenen Formeln 
nachftehend ein numerifches Beifpiel behandeln. 


$. 21. Beifpiel. 
Den Inhalt des in $. 16 gegebenen Elfecks zu berechnen. 
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$. 22. Berechnung des Inhaltes aus den Seiten und 
Polygonwinteln. 


Um einen Ausdrud für den Inhalt eines Polygond zu er- 
halten, in welchem nur die Seiten und Winfel vorfommen, jubfti- 
tuire man in bie Gl. (7) bes 8.20 nad) 8. 17 die Werthe der 
Goordinaten und rebucire. Wir wollen, des befieren Verftänd- 
niffed wegen, ber Entwidelung ein beftimmted Polygon 3. B. ein 
Fünfed zu Grunde legen. Dad allgemeine Verfahren wird fich 
hieraus leicht ableiten laffen. 

Nach 8.20 (7) erhält man für ein Fünfed unter Beibehal- 
tung ded Gliedes y,x,, das befanntlih Null ift: 

2) = 8, sin A, Is, coa A, — 8, cos (A,)] + [s, sin A, 
—3,5in2(A,)][s,c08A, —8,c08F(A,)-+8,cos2(A,)] 
+[s,sin A, —s,8inF(A,) + s,sin2(A,)][s, cosA, 
— 8, 008 2(A,) +3, co82(A,)— 8, cos (A ,)] 

— Is, sin A, — s,sin Z{A,)]s,cosA, + [s, sin’ A, — 
8,31n2(A,)+8,8inX(A,)][s, cos A, — s, cos 2(A,)] 
+[s,sn A, —s,s1in2(A,)+3,sinz(A,)— s,sin (A, )] 
[s, cos A, — 8, cos£(A,)-+s, cosZ(A,)]} 

oder wenn man die angedeuteten Multiplicationen ausführt und 

zufammenzieht, | 

25) = — 38,8, sin A, cos & (A,) — 28, 8, sin£(A,)cosA, 
+3s, s,sinZ(A,)cosA, +2s,s,sinA,cosZ(A,) 

+ 28,8, sin A, cos Z(A,) + 8, s, sin Z(A,) cos A, 
— 23, 8,c0osA, sinY(A,)— 8, 3, C08Z(A,)sinA, 

— 28,8,83inZ(A,)cos2(A,)— 3, 8, sin?(A,)cosX(A,) 
+ 28,8,8in 2(A,)cos2(A,)-+ 3,8,2inz2(A,)cosE(A,) 

— 8,8, sin A, cos F(A,) + 8, s, sin EZ (A,) cos A, 
+3,83, sin 2(A,)cos2(A,)— 3,8, sin Z(A,)cosE(A,) 

— 8,5, 8inFZ(A,)cosz(A,)+8,8,ein2(A,)cos2(A,) 

— 3,8, [sinz(A,)cosA, —sinA , cos2(A,)]—s,8,[sin£(A,) 
cosA, —sinA, cos (A,)] 

+ 8,8, [sin£(A,)cos A, —sin A, cos E(A,)] + s,s, 
sin 2(A,)cos£(A,)— sin£z(A,)cosr(A,)] 

— 8,8, [sin 2(A,)cos 2 (A,) — sin 2 (A,)cosr(A,)] 
+8, 8, [sin 2(A,)cos£(A,)— sin 2(A,)cos2(A,)] 
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u. 


oder da allgemein 
R sin ꝙ cos - SINYCOBYG —= sin(P— %) 
iſt, 


2) = 3, 8, sin IX(A,) — A,] — s, s, sin [E(A,)— A,] 
+8,83, sin[2(A,)—A,] 

+ 8,8, sin [2 (A,)— Z(A,)]— 3,8, sin [E(A,)— 2(A,)] 

+ 8,8, sin[£EA,)—- 2(A,)] 

—= 3, Is, sin A,—s,sin (A,+A,)+s,sin(A,+A,-+A,)] 

+s,[s,snA,—s,sin(A,+A,)]+s,s3,8nA,.. | 

Führt man dieſelbe Entwidelung für ein ned aus, fo erhält 
man bie allgemeine Inhaltsformel 
2J = sl sinA,—8,sin(A,+A,)-+s,sin(A,+A,+A,) 

.. S Sin (A, +A, +... +A,.)] 

+ — —3,3n(A,+A,)+s,3n(A,+A,+A,) 

+8,80 (A, +A,+..+A,.)] 

+5, ‚le sinA,—3s,sin(A,+A,)-+s,sin(A,+A,+A,) 

+50 (Ay +A,+.. HA)! 

+... + 8-3 (8... sin Ans — 8,., sin (A, + A,.)] 

+ 82.2 + 8.-1 30 Ay 
Da es nicht ohne Intereffe ift, auch eine von ber früheren 
Snhaltsformel unabhängige Entwidelung 'zu rennen, fo möge 
nachftehend eine ſolche Platz finden. 

Um wieder einen behimmen Fall vor Augen zu haben, ſei 
(Sig. 28) A.A, A,... A, ein Sechseck, deſſen Inhalt I, be 
ftimmt werben fo. N 

Zieht man die Diagonalen A,A,, A,A,, A,A, und be 
zeichnet die Inhalte der dadurch abgefchnittenen Polygone 


"A,A,A,, A,A,A,A,, A,A,A,A,A,. 
ber Reihe nach dur) y 
J, J, J, 
fo folgt: 
1) 2J, = 8,3, 1MA, ......». (1) 
2) 2J, = 2A,A,A, +2A,A,A, 
—='2A,A,A, +3s,8,sinA, 


oder, wenn man A,B | s, errichtet, - “ 
2), = 3»,.-A,B+s,8,sinA,. 
Betrachtet man nun A,B ald Ordinate ded Punktes A, in 
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Bezug auf A, als Anfangspunkt aus A,A, als pofitive 
Abfeiffenachfe, fo ift nach 8. 17. 3 | 
A,B= s,snA,—s,sin(A,+A,) 


Fig. 28. 





und fomit 
2), —=s, ſe, sin A, —s,sin(A,+A,)]+8,8,8inA,... (2). 
3) 2), = 2A,A,A,t2A,A,A,A, 
oder, wenn man A, |_s, zieht, 
2), = 8,.A,C+2A,A,A,A.. 
Sieht man nun wieder den Perpendikel A,C als Ordinate des 
Punktes A, in Bezug auf s, als Afeiffenachfe und A, al 
Anfangspunft an, ſetzt alſo nach 8.173 
A,C = s,snA, —s,sin(A,+A,)+ 8, in (AytA,+A,) 
und nach ber eben für 2J, entwidelten $ormel (2) 
2A,A,A,A, = s, ſs, sin A, +s,sin(A,+A,)]+s,s,sn A,, 
fo erhält man: 
2), = s, BI, fin A, — s,sin(A,+A,) + s,sin (A, 
+A,+A,) | 
+ 8,[8,8inA,—s,sin(A,+A,)]+3,8,8inA ....(3). 
Ganz analog findet man: 
2), = 2A, A,A,+2A,A,A,A,A, 
— 8,.A,D-+2A,A,A,A,A, 
oder wenn man nad) 8. 17. 3 
A,D = s, sin A, - s,sin(A,+A,)+s,sin(A,+A,+A,) 
— 8,50 A, +HA,+A,+A,) 
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und nad) vorſtehender Formel (3) 
2A,A,A,A,A, — s, ſs, sin A,—s,sin(A,+A,)+s,sin(A, 
+A,+A,)] 
| ſett, + 3, [s,ein A, — 8, sin (A. +A,)]+ S, 8, 8inA, 
| e 
2), = 3, [8, 5m A, —3,s8in(A,+A,)-+s, sin A. A, -A.) 
-s, sin (A, CA, A. +A,)] 
+8, (s,sin A, —s,sin(A,-+A,)-+Fs,sin(A,+A,+A,) 
+ 8,[5,5inA,— s,sin(A,+ A, )I-+ 8,8, sin A,.... (4). 
Allgemein wird man hiernach für den doppelten Inhalt eines 
neds wieder die ſchon oben mitgetheilte Formel erhalten. 


Unmerfung. Wir haben bei der Herleitung diefer Formel 
ftillfchweigend ein Bolygon mit lauter concaven Winkeln voraus» 
gefeßt; Daß diefelbe aber auch für ein folched mit converen 
Winkeln gilt, geht aus nachftehender Betrachtung hervor. 


Fig. 29. 





Das Siebeneck A,A,A,...A, (Big. 29) babe bei A, und 
A, convere Winkel. Denft man fi) von A, aus nach ben 
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übrigen Eckpunkten die Diagonalen gezogen und flieht in ven da⸗ 
durch der Reihe nach) abgefchnittenen Vielecken, nämlich in Dem 
DVierede A,A,A,A, = J,, dem Tünfede A,A,A,A, A, =]S,, 
dem Sechdede A,A,... A, — J, uf. w., ſtets den letzten Eck⸗ 
punkt, A,, Az, y% u. f f., als den Bunkt an, von welchem 
aus nach der in — 3 angegebenen Weiſe die beireffende Figur 
jedesmal in Dreiecke zerlegt wird, und betrachtet von dieſen Die- 
jenigen als pofltiv, welche von der letzten Seite bei ihrer Um⸗ 
drehung um jenen Punkt in der Richtung des beigefügten Vfeiles 
durchlaufen werden, fo hat man nach F. 8.7 
1) 25, = 2A A,A,— 2A Ash, 

oder, wenn man —V zieht: 

2J, „A,B—2A,A,A,. 
Run iſt aber fü für 5, als Asfeiffenachte und A, ald Anfang bie 
Ordinate 

A,B = s,sinA, — s, sin (A,+A,) 

und 

2A, A,A, = 8,5, sin (IR— A,)— 5, 5, sin A, 
fomit auch 

2), = 5, Is, sina, —s „sin(As+A,)]-H535; sinA,. (1). 

2) 2), = ZA,A,A,—2A,A,A, + 2A,A,A, 
=s,.A,6C—s,.A,D-+s,s,sinA, 
oder, da in Bezug auf s, als Abfeifienachfe, A, als Anfangspunft 
A,C —= s, sin A, — s, (A, +A,)+3s,sin(A,+A,+A,) 
und in Bezug auf s, als Abſciſſenachſe und A, als Anfang 
A,D = —[s,sinA,—s,sin(A,+A4,)]*) 

tft, wird 

2), = s, [ss 5in A, — s, sin (A, + A,) + s,sin (A, 


A,tA)]) - 
+ s,[s,sinA, —s,sin(A,+A,)]+ 5,5, sinA,...(2). 
AgA,Ag-t—AgAsA, —A,A,A,—AsA,A, 
s,.A,E+3s,.A,F—5,.A,6-+8,s,sinA, 
s, [s, sin A, —s,sin(A,—+A,) + s, sin(A, 
+A,+A,)— s,sin (A, A, A, +A,)] 
+ s, [s, sinA, — Sggin (A,t+A,)+ s,sin(A, 
+ N 
+5, [s, sin A, — s, sin(A, + A,)]*) + 
.. 8). 


s,5, sin A, 


3) 25, 


B 
*) Die Ordinate des Punktes A, wird nämlich in diefem Falle negativ, 


da die pofitive Orbinatenachfe bei der Verlegun⸗ ber Abſciſſenachſe in die 
Polygonſeiten jeweils die buch —.—.- . — angedeutete Lage annimmt. 


**) Denn die Ordinate A,G "ind in Bezug auf s, als Abſciſſenachſe 


negativ. 
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4) 23, == A,A Ag - AyAgA, — A, A, A. + A,AA. 
56 
= 3,.4,H+3,.4,I-+ 5, .A,K-+s,.A,L 
+ 5,8,.sinA, 
— 3, [s, sin A, —s,sin(A,+A,) + s,sin (A, 
t+A;+A,)—s,sin (A, A, +A,+A,) 
Ars;5in (Aa HA, A, A, + A,)] 
+ s, [ss un, — 5, (A,-+A,) + s,sin (A, 
— —æ— —E 
+ s, —* —- s „sin (A, + +A,) + Sin (A, 
-+-A,+ 
+s,[s; EN —* esin(a, FA,-, „ink... (4). 
Man erfieht hieraus, wie man bei jeder fpeciellen Form des 
Polygons zu verfahren hat, um fchließlich dafür die Nichtigkeit 
der obigen allgemeinen Inhaltsformel nachzuweiſen. 


8. 23. Beifpiel, 


Bon einem Siebened A,A,...A, kennt man 
die Seiten: die Winkel: 


s, = 370 A, » 197° 3° 0,08” 
3, = 904’ A, = 91° 371'41,34' 
3, = 56’ A, = 81°49'43,56" 
8, —= 894‘ A, = 188° 1016,44" 
8, = 1221’ A, = 9° 31'38,22". 
s, — 41. 
Man ſoll den Inhalt defjelben unmittelbar hieraus berechnen. 
Auflöfung. 
Da 
sinA, — sin 197° 30,08 —= — sin 17° 3'0,08” 
sin(A,+A,) — sin294° 4041,42” — — sin 65° 1918,58” 
sin(A,+A,+A,) = sin376° 3024,98 —= sin 16° 30'24,98° 
- sin(A,+A,t+A,+A,) > sin564° 40'41,42° — — sin 24° 
40 41,42" 


sin(A,+A,+A,+A,+A,) = sin 574° 12° 19,64 

== — sin 84° 12°19,64°' | 
sinA, = sin97° 37'41,34 — sin 82° 22'18,66” 
sin(A,+A,) = sin 179° 27'24,9” = sin 0° 32'35,1' 
sin(A,+A,-+A,) = sin 367° 37'41,34° — sin 7° 37'41,34° 
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sin(A,+A,+A,+A,) = sin 377° 919,56“ — sin 17° 


9° 19,56" 
sinA, — sin 810 4943,56" 
sin(A,+A,) = sin270° = —1 
sin(A,-+A,-+A,) sin 279° 31'38,22 — —sin80° 28°21,78° 
sin A, — sin 188° 10°16,44” — — sin8® 10’ 16,44" 
sin(A,-+A,) — sin197° 4154,66“ — — sin 17° 4T’ 54,66” 


sinA, — sin 9° 31. 38,32 
fo erhält man nady Gl. (4) des $. 22 für 
2) —= 370 [— %%4 sin 17° 3° 0,08” + 56 sin 65° 19° 18,58 
-+ 394 sin 16° 30° 24,98” + 1221 sin 24° 40° 41,42 
— 419 sin34° 12° 19,64) + 904 [56 sin 82° 22° 18,66 
— 594 sin 0° 32°35,1° + 1221 sin 7° 37’41,34 — 419 sin 
17° 9° 19,56) + 56 [394 sin 81° 49’ 43,56 + 1221 
— 419 sin 80° 28 21, 78 ] ++ 394 [— 1221 sin 8° 10° 16,44 
+ 419 sin 17° 41'54,66°) -+1221.419 sin 9° 31'38,22 
— - 370 [— 265,05835 + 50,88536 + 111,9477 +509,79306 
— 235,5459] + 904 [55,5044 — 3, 134325 —+ 162,0797 
— 123,5903] + 56 [890 + 1221 — 413 2206] + 
394 [— 173, 54316 + 127,3707)] -+ 84678,4706 
— 63648,0919 + 81594,5880 + 67075,6464 — 18191,9256 
-+ 84678,4706 
— 296996,7969 — 18191,9256 
— 278804,8713 
alfo ift 
J = 139402 ‚4357 DO. Fuß — 3Merg. 1Vtl. 94 DO, Kth. 20. Fuß. 








Sechiter Abſchnitt. 
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— — — — — 


$. 24. Aufgabe, 


Bon einem nede fennt man alle Seiten biß auf zwei 


und alle Winfel bis auf einen; man foll die fehlenpen 


Stüde berechnen. 


Aufldfung. 


Den fehlenden Winfel findet man unmittelbar auf bie in 
$. 2. 4 angegebene Weife. Wählt man nun bie Aufeinanderfolge 
ver Edpunfte fo, daß die letzte Seite =, eine ber unbefannten 
ift und bezeichnet =, bie andere, fo hat man nad 8. 17: 

0 = s,sinA, —3,8in2(A,)+B8,83in2(A,)—... + 3&,81n 2(A,) 
+... 482180 2(A,.)...(1) | 

und 

% = 8,008A,—8,0082(A,)-+8, A) Emeonz(An) 
#....28210082(A,,).. 

Aus ber Gleichung (1) läßt Pr nun leicht ber Werth von 
8. und hiernady aus (2) ber von s, berechnen. 

WIN man bei der Berechnung von den Azimuthen Gebrauch 
machen, fo wende man bie Formeln (10) des 8. 15 an. 

Man findet alddann aus der Gleichung 
0—=8,3ina, +8,8ina, +... +8,80, +... FE Un .(3) 
bie Seite s, und mittelft diefer aus der Gleichung 
5=8,008@,48,0080s+...-+3,.0080,+...4 8.1008 &.-1...(4) 
die Seite s.. / 
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8. 25. Beiſpiel. 


Bon einem Sechsecke A,A,....A, kennt man vier Seiten, 
nämlich s, = 193°; s, = 4272; s, = 2776,8°; 8, = 1424° 
und die Winkel: A, —= 144° 29'14,28”,;, A, — 172° 37’ 2,02°; 
A, = 59° 29 23,144"; A, = 900;3 A, = %° 132,07". 
Man fol die fehlenden Seiten s,, s, und den Winkel A, be 
rechnen. 

Auflöfung. 

Die Summe ber fünf gegebenen Winkel beträgt 562° 37°11,514°, 
die Summe ber Winfel ded Sechsecks aber ER — 720; e8. ift 
fomit der Winfel 

A, = 720° — 562° 37'11,514” —= 157° 22'48,486. 
Führt man nun in die GI. (1) ded $. 24 die Werthe der Seiten 
ein und ſetzt: | 

sinA, = sin144° 29'14,28° = sin 35° 30'45,72 

ein 2(A,) = sin317° 6'163” — — sin42? 53/43,7” 

sin 2(A,) = sin 376° 35°39,444° — sin 16° 85’ 39,444 

sin 2(A,) — sin466° 35’39,444'' — sin 73° 24' 20,556’ 

sin £2(A,) — sin 623° 5827,93” —= — sin 83° 58' 27,93” 
fo folgt: 

0-= 193 sin 35° 30’ 45,72 + 4272 sın 42° 53’ 43,7 

+ s, sin 16° 35°89,444'' — 2776,8 sin 73° 24°20,556° 
— 1424 sin 83° 58' 27,98 


und hieraus 
__ 176 Agin 730 24'20, ‚556° ‘41424 sin 830 58'37,93°'—193 sin 35030°45,72°’— 4273 sin 42053°43,7°° 
a — Tr — 


sin 160 35° 39,444 
oder 8, — 3702,4°. 
Subſtituirt man dieſen Werth in obige Gleichung. (2) und ſetzt: 
cos A, — cos 1440 29 14,28“ - cos 3503045,72“ 
—EW— cos 3170 616330 — cos42° —* 
cos (A,) — cos 376° 35 39,444" —= cos 16° 35' 39,444 
c082(A,) = cos 4660 35'39,444' — — cos 73° 24’ 20,556’ 
co82(A,) = cos 623° 98'27,93° = — oos 830 58'27,93 
fo folgt 
85; = — 193 cos 35° 30' 45,72" — 4272 cos 42° 53° 43, 754 
3702,4c0s16° 35'39 AA 2776,8c08 73° 9420, 556” 
— 1424 cos 83° 58° 27,93” 
oder s, = 905° 


= 
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Um die Formeln (3) und (4) bei der Berechnung zu benüßen, 
beftimme man zuerft die Azimuthe in Bezug auf A,AA, = 5, 
als Abfeiffenachfe und A, als Anfangdpunft wie folgt: 

a, — 144° 29° 14,28” = A, a, — 16° 35’ 39,444 


1729 37° 2,09" — A, 90° —A,. 
317° 616,3” 106° 35° 39,444”. 
— 1800 7.1800 
&, — 137° 616,3” a, = 286° 357 39,444” _ 
590 29° 23,144" — A, 157° 22° 48,486” — A, 
196° 35 39,444" "443° 587 27,99” 
— 180° — 1800 
&, — 160 35°39,444° — 2630 587 27,98”. 


Nach SL. (8) bat man nun: 
0 — 193 sin 144° 29’ 14,28” -— 4272 sin 137° 6° 16,3” + 
8, . sin 16° 3539, 444 -+ 2776,8 sin 286° 35° 39,444 


+ 1424 sin 263° 58" 27,93 
oder oo 
0 —= 193 sin 35° 30° 45,72” +.4272 sin 42° 53’ 43,7” + 
8, sin 16° 35° 39,444 — 2776,8.sin 730 24° 20,556” 
— 1424 sın 83° 58'27,93”, 
woraus wieder folgt: - 
s, = 3702,4°. 
Aus (4) erhält man aledann wie vorhin: 
—= 905. 


8. 26. Aufgabe. 


Bon einem nede fennt man alle Seiten bis auf eine 
und alle Winfel bis auf die zwei an der unbefannten 
Seite liegenden; man foll vie fehlenden Elemente bes 
rechnen. 

Auflöfung. 

Beftiimmt män die Aufeinanderfolge der Eckpunkte fo, daß die un- 
befannte Seite als die legte erfcheint, fo find A, und A, die ſeh⸗ 
(enden Winkel. Denkt man ſich nun von der Ede A, aus auf bie 
Richtung der Seite s, einen Perpendikel A,B gefällt, fo ift ſtets 

„B 


u 5 | tgA, 





AB 


Spitz, Lehrbuch der ebenen Polygonometrie. 5 
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ober, da für jeden Werth von A, 


iſt, auch 

tgA, == .—A,B 

Sieht man nun A,A, als Abfeiffenahfe und A, als An- 

fangspunft der Koordinaten an, fo hat man nach $. 17: 

AB= u sinA,—s,8in(A,+A,)+s,sin(A,+HA,+A,) 
.t8218n (A,+A, +... +A,.)...() 

A, B=s, cos A —8,c08(A,+A,)+8,c0os(A,+A,+A,) 

—...821008(A,+A, +... + A)... (2) 

folglidy wird 

s,inA,—s,sin(A,t+A,)+... + -ısin A,tAst.. An) ..@) 

8, —82C08A,-+8,008(A,-A ,)+...F 8n-1008(A,+A, F.. An-ı) j 





tg A, = 


. Hierbei hat man natürlicd, wieder aus ben Vorzeichen des Zaͤh⸗ 


lers und Nennerd auf den Duabranten zu fchließen, in welchen 
A, fällt. F 

Iſt hiernach der Winkel A, berechnet, ſo findet man nach 
g. 2. 4 leicht den Winkel A,. Die Seite e, ergibt ſich ſchließlich 
aus dem rechtwinkligen Dreiede A,A,B, indem man hat: 

u = A,A, = VA,B+A,B?.... (4). 

Um biefe Aufgabe mittelft der Azimuthe zu löfen, nummerire 
man bie Edpunfte in der Weiſe, daB die unbefannte Seite als 
bie vorlegte s._, erfcheint, alfo A,_, und A, die fehlenden 
Winkel werben. Bezeichnen nun x..ı, Ya-ı und x,, y, die Eos 
orbinaten ber Punkte A,, und A, in Bezug auf A, A, als po⸗ 
fitive Abſciſſenachſe und A, als Anfangepunft, fo hat man nad 
g. 19. (2) für das Aimuth der Seite 8,-1: 


& — Yn — Ja-ı n — Yı-ı 
n-1 
> FE 
ober ba befanntlid) 
„= und x. =, 
iſt, 


— — Yn-ı — Ya-ı 
tg an. — — eur (5). 
Führt man in biefe Sleichung nad) $. 15 (6) bie betreffenden 
Werte ein, fo folgt 
s,sina, +8,8ina,-+.... +8,50 @.. 
tg a. = 8,0C08@, +8, cos , +... 4 82.2008 0,3 — a (6), 
woraus dad Azimuth a... leicht zu beſtimmen ift. 


— —— — — — — — — 


—— -- - 4-0. - 
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Hat man a„., gefunden, fo folgt nach -8. 13 für den in 
Srage fiehenden Winkel A,, aus der Gleichung 
2.1 = en t+ A. +2R 
fofort 
A = Hana T2R.... (NM. 
Iſt der Winkel A,, beftimmt, fo ergibt fi der Winkel A, 
nad $. 2. 4. 

Die Seite s,_, fann nun entweder aus einer der Gleichungen 
(10) bed $. 15 oder auch unabhängig von a... auf folgende 
Art berechnet werden. 

Nah 8. 19. (1) folgt, wenn man dafelbft n ſtatt m+1, 
alſo n — 1 ftatt m feßt: 

8. = VA-J Rx) 
oder, da y„ = 0 und x, = 8 iſt, 
8, = Vy.’+ +(,—x,,)° ... (8). 
Subftituirt man nun wieder nach $. 15 die betreffenden Werthe 
für y.., und x,.,, fo erhält man, wie aus obiger Gleichung (6) 
erfichtlich ift, einen von a„, unabhängigen Ausprud für die 
Seite 8... 


8. 27. Beifpiel. 


Von einem Sechsecke A,A,...A, fennt man fünf Seiten: 
193°; 4272; 3702,4'; 2776,8°; 1424‘ und bie ber Reihe nad) 
von ihnen eingefchlofjenen Winkel: 172° 372,02; 59° 29’23,144°; 
90°; 157° 22'48,486°; man foll bie fechste Seite und die daran 
liegenden Winfel berechnen. 


Auflöfung. 
Sept man in 8.26 Gl. (3) 
8,.—= 193 A, = 172° 37° 2,02" 
s, — 4272 A, = 59° 29/23,144° 
s, == 37024 | A, = 900 
s, = 2776,8 A, = 157° 22'48,486” 
8, = 1424 


alfo 
ein A, — sin 172° 37'2,02° — sin 7° 2257,98” 
cos A, = cos 1720 37'2,02” = — cos70 22'57,98” 
5* 
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sin (A, A,) = sin 232° 625, 1640 = — sin 520 625, 164 
co8(A,+A,) = 008232° 6 25, 164“ — — cosꝶ 620 6'25,164” 
sin (A,+A,+A,) = sin 322° 6‘25,164” — — sin 370 53° 
34,836‘ j 
co(A,+A,-+A,) = cos 3220 625, 164 —= cos 370 53 
34,836” 
sin(A,+A,+A,+A,) = sin 479° 29° 13,65” = sin 60° 
30° 46,35 
co(A,+A,-+A,+A,) = 003479? 29' 13,65” = — cos 
60° 30° 46,35”, 
ſo folgt 


tg A, — (4272 sin 7° 22' 57,98” + 3702,4 sin 52° 625,164 
-2776, 88in 37° 53° 34,836 — 1424 sin 60° 30'46,35°°) 
: (193 -+ 4272 cos 7° 2257,98” — 3702,4 cos 52° 6° 
25,164“ — 2776,8 cos 37° 53' 84,836 — 1424 cos 
60° 30‘ 46,35”) 
595,7 
— 786,658 


A, = 144° 29' 14,28". 
Run ift die Summe aller Winkel des Sechsecks — 720° 
und bie der fünf_befannten Winkel... . . — 623° 58'27,93°° 
demnach A, = 96° 1'32,07”, 
Nach 8. 26. (4) wird ſchließlich 
8, —.V 525,7* + 736,658° — 905°. 

Um die Löfung auch mit Hilfe der Azimuthe vorzunehmen, 
beftimmen wir zunächft diefe, unter der Voraudfegung, daß A,A, 
die Abſciſſenachſe, A, der Anfangspunft, A, und A, die un- 
befannten Winkel feien, wie folgt: | 

a, = 172° 37 9,097 = A, 
59° 29°23,144" —= A, 
. 232° 625,164 
— 180° 
a, = 52° 6'25,164” 
90° 
142° 6'25,164” 
+ 180° 
a, — 522° 6’25,164” 


und hieraus 


| 


A, 
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&, —= 322% 625,164” 
. 157° 22'48486” — A, 
479° 29° 13,65" 
— 180° 
a, — 299° 2913,65”. 
Führt man nun biefe Werthe in Gl. (6) des $. 26 ein und fegt 
s, = 4272; s, = 37024; s, = 2776,8; s, — 1424; 
8, = 193; | 
o erhält man " . 
l rh I. — 525,7 
Bes = 756,658 
und hieraus | 
&, —= 35° 30’ 45,72, 
alfo nad) (7) 
A, = a,—0,F2R = 157° 22/48,486”. 


Der andere Winkel und die Seite find nun Teicht zu finden. 


8. 28. Aufgabe, 


Bon einem nede kennt man alle Seiten und alle 
Mintel bis auf zwei; man ſoll diefe beftimmen. 


Auflöfung. 


Liegen bie fehlenden Winkel an einer und berfelben Seite, 
fo fann man dieſe als die legte anfehen und nun genau nad) 
dem in der vorhergehenden Aufgabe mitgetheilten Verfahren die 
Winkel berechnen. Wir fegen darum voraus, daß die unbefann- 
ten Winfel an verfchiedenen Seiten liegen. 

Bezeichnet man die Eckpunkte der Art, daß einer ber feh- 
enden Winfel der letzte, alfo A, wird, und ift A, der andere, 
fo zerlege man in den Gleichungen 
0 — s, sin A, —8,85nF(A,)+....+3%8nF(A,)T s,,. sin 

Z(A,u)t+t-......+8,.,8n8(A,,) Ä 
= 8,008 A, — 8,008 F(A,) +... 4 50088 (A,) T 8,4, 008 
Z(A,u)t...- 48.1008 2(A,,) 
jeded Glied, in welchem A, vorfommt, nach den Relationen 
sin (e+f) —= sin eos - cos «sin f 


cos(@-+ ff) = cosacosf — sina sin ß 
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und beftimme in benfelben bie Goefficienten von sin A, und 
cos A, Man erhält alddann zwei Gleichungen von ber Form: 
BsnA,+CcosA, =D 
CsinA,—BceoaA, =E, 
woraus fich die Werthe von sinA, und cos A, berechnen laffen. 
Durch Divifion beider ergibt ſich endlich tg A.. 
Hat man A, gefunden, fo ift A, nah $. 2. 4 leicht zu 
berechnen. . 


Anmerkung Man fann die Auflöfung auch in der Weife vors 
nehmen, daß man das Polygon durch die Diagonale A, An in zwei an⸗ 
dere zerlegt, in diefen nach $. 26 die an der Diagonale liegenden Winkel 
berechnet und hieraus fhließlich die fehlenden Winkel beftimmt. 


6. 29, Beiſpiel. 
Bon einem Sechseck A,A,... A, fennt man ber Reihe nad) 


bie Seiten: die Winkel: 
8. — 19% A, — 144° 2914,28“ 
8, — 4212’ A, = 112° 37' 2,02 
es, = 3702,4‘ A, = 90 
8, = 2776,8’ A, = 157° 22'48,486’' 
a, — 1424 
s, — 905’ 


6 
Man fol die Winfel A, und A, berechnen. 


Aufldfung. 
Aus den Gleichungen 
0 = s, sin A, —s,3in2(A,) + s,8in£(A,) — s,8in3(A,) 
+s,sinr(A,) 
8, = 3,008 A, — 8, 008 2(A,) +8, cos 3 (A,)—s,cosZ(A,) 
+8, c08r(A,) 
.. folgt, wenn man die mit dem unbefannten Winkel A, behafteten 
Glieder auf einerlei Seite bringt: 
8, sin [(A,+A,)+A,]—s,ein|[(A,+A,+-A,) A. +5, sin 
 [A,+4,+A,+A,)+A,]=—s,85inA,+3,(A,+A,) 
8, cos[(A,+A,) +A,]—s,cos[(A, HA, +A,)HA,]+5, cos 
[((A,+A, HA, +A,)+A, =, —, 008A, +8,008(A,+A,)! 


v 





/ 
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Nun iſt aber 
8, sin (A, A,) +A,] s, sin (A, +A,) eos A, + 8, cos 
(A,+A,)sinA, 
e,sin[(A,+A,+A,)+A,] = s,sin(A,+A,+A,)cosA, 
+3s,c0s(A,+A,+A,)sinA, 
8, 8in[(A,+A,+A,+A,)+A,] = s,5in (A, +A,+A,+A,) 
co A, - 8, cos(A,+A, 
A. A, ) Sin A. 
8, cos (A, A,) +A,] = s, cos (A, +A,) cos A, — s, sin 
(A,+A,)sinA, 
8,008[(A,HA,+A,) +A,] = 5, cos(A,+A,tA, )cosA, 
—s,8in(A,+A,+A,)sinA, 
8, c0o8[(A,+A,+A,+A,) + A,] = s,cos(A,+A,+A,+A,) 
cos A, — 8, sin (A,+A, 
H-AHA, )sinA,. 
Dur Einführung diefer Werthe in die vorftehenden zwei 

Gleichungen erhält man: 

[6, sin (A,+A,) — s, sin (AAtA,+A, ) + 8, sin (A, +A, 
—+A,+A,)]eosA,+[s,cos(A,-HA,)— s,eos(A,-+A,+-A,) 
+ 8, cos(A,+A,+A,+A,)]sinA, = —s, snA, + 
8, sin(A,+A,) 

und 

ſs, cos(A,+A,)— 8, cos(A, +A,+A,) + 5, c08 Auta, 
+A,+A,)]cosA, -+[s,sin(A,+A,) —s,sin(A,+A,+-A,) 
+ s,sin (A, +A,+A,+A,)]snA, = 5, — s, cA, + 
8, cos (A, +A,). 

Rad) obiger Aufgabe ift aber 

sınA, — sin 1449 29°14,28” — sin 35° 3045,72” 

cosA, — c03144° 2% 14,28° — — 00385 30' 45,72 

sin (A,-+A,) = sin 317° 6°16,3” — — sin42° 53°43,7" 

cos(A,+A,) = 608317? 6'16,3” = cos 420 53’43,7 

sin (A,+A,+A,) = sin 407° 6'16,3° = sin 47° 6'16,3" 

cos(A,+A,+A,) = c08407°6’16,3” — cos 470 6'16,3° 

sin (A,+A,+A,+A,) = sin 564°294,786° — — sin 24° 
29° 4,786 

co8(A,+A,+A,+A,) = c03564°2%4,786' = — cos 240 
29° 4,786 
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und man hat ſomit die zwei Gleichungen: 
[— 3702,4 sin 42° 533 43,7 — 2776,8 sin 47° 6° 16,3 — 1424 sin 
24° 29/ 4,786] cosA, + [3702,4 cos42° 53'437” 2776,8 
c08 47° 6° 16,3 — 1424 cos 249 29°4,786°]sinA, = — 193 
sin 35° 30'45,72” — 4272 sin 42° 53'43,7", 

[3702,4 cos 42° 53‘43,7" — 2776,8 cos 47°6'16,3” — 1424 cos 24° 
29’ 4,786] cos A, — [—3702,4 sin 42° 53’ 43,7" — 2776,8 sin 
47° 6,16,3° — 1424 sin 24° 29'4,786°]sinA, = 905 + 193 
cos 35° 30' 45,72" + 4272 008 42° 53’ 43,7 

oder 

[— 2520,087 — 2034,321 — 590,176] cos A, + [2712,429 — 
1890,06 — 1295,943] sinA, = — 112,11 - 2907,792 

[2712,429 — 1890,06 — 1295,943] cos A, — [— 2520,087 — 

2034,321 —590,176]sin A, = 905 + 157,099 + 3129,725 
oder 
5144,584cos A, +473,584sinA, — 3019,902 
—473,584cos A, +5144,584sin A, = 4191,824. 

Multiplicirt man nun bie erfle diefer Gleichungen mit 473,584, 

die zweite mit 5144,584 und abbirt, fo folgt: 

22995377, 

— 26691031’ 

wenn man bagegen bie erfte mit 5144,584, bie zweite mit 473,584 

multiplicirt und fubtrahirt: 


sinA, 


_ 13550959 
386691031 
Aus dieſen Werthen ergibt ſich: 
tgA, sin A, _ 22995377 
cosA, 13550059 


IA, = 590 2923". 
Der Winfel A, kann nun leicht nad Fruͤherem berechnet 
werden. Man findet 


cos A, 





und hieraus 


— 960 1’ 32”. 


Anmerkung. Die drei in den 88. 24—29 behandelten Fälle 
lafien nah $. 4 eine unzweibeutige Löfung zu, während die nun fol: 
genden ftets eine genaue Kenntniß der Form der zu berechnenden Fläche 
porausfegen, da ihnen im Allgemeinen zwei Aufloͤſungen entjprechen. 
In der Praris wird man diefe darum möglichft zu vermeiden fuchen. 
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8. 30, Aufgabe, 


Bon einem nede fennt man alle Seiten bis auf eine 
und alle Winfel bis auf zwei, welche an einer mit der. 
unbefannten Seite zufammenftoßenden Seite liegen; 
man foll die fehlenden Stüde berechnen. 


Auflöfung. 


- Man beftimme die Aufeinanderfolge der Edpunfte fo, daß 
die unbekannte Seite die erfte s, wird, alfo A, und A, bie feh- 
Ienden Winfel bezeichnen und erhebe alddann jede ber zwei 
Gleichungen 

i 0 s, sin A, -6, sinZz(A,)+...28,..,sinZ(A,,) 
un 

8, = 8,008A, — 8,008 8(A,) +... + 8.- cosr(A,.) 
zum Duabrate. Man erhält *): Ä 
0 = s,*sin A, + s,*sih? Z(A,) + s,’ sin’ £E(A,)+.. 
+ 8,.° sin® Z(A,,) + 2[— s, s, sn A, sin (A,) 
+8, 8, sin A, sin82(A,)—... + 8, 8,,8inA, sin£(A,.,) 
— 8,8, 8in F(A,)ein£(A,)-+.... T 8, 8,,8inY(A,) sin 
XCGC) —-. ... — ..... — 8,.38,-.,5n 2(A, ‚)sinz(A,,)] 
2—=8,200s?A, + 8,?cos? E(A,) + 8, cos E(A,)+.. 
+ 8,.1° cos? Z(A,,) + 2[— 8, 8, co8 A, cos? (A,) 
+8, 8, cos A, c082(A,)—... 48, 8.-1ı008A, cos (A,,) 
— 8,8, C08F(A,)co8X(A,)+... T8,8,,008F(A,)cos 
Z(A,1)—:..—...— 82.382-1008F(A,,)Cc08 (A, ‚)]. 
Durch Addition diefer Gleichungen folgt: j 
8° = 8,*[sin?A, -+cos"A,]-+s,? [sin z(A,)-+ cos? 2(A,)] 
+ ....+ 8,1% [sin? 2(A,,) + cos? z(A,,)] + 
2/— 5,5, [sin A, sin 2(A,) + cosA, cos 2A,)] + 
8, 8, [sin A, sin 2(A,) + cos A, cos & A,)] —... 
+ 8, 8..ı [Sin A, sin Z(A,.,) + cosA, cos E(A, ,)] 
— 5,5, [sin 2(A,) sin 2(A,) + cos 2(A,)cos 2(A,)] 
+... 8, 8,., [sin 2 (A,) sin 2(A,,) + cos (A,) 
cos CAM — ... —-.. — 3.-,8,-1 [in (A,,)sinr(A,.) 
+cosz(A,,)c082(A,.)]} . 


*) Bergl. $. 104 des erſten Theiles meines Lehrbuches der allgemeinen 
Ariſhmetik. 
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oder da bekanntlich allgemein 
sinA+cosA — 1 

und 

sinAsinB-+-cosAcosB = cos(A—B), 

fo geht vorftehende Gleichung nad) gehöriger Rebuction über in: 

s, — s, +8,°’+8,°+... + 8° +2i— 5,3, cos A, 
+8,83, c08(A,+A,)—....48,8.-1008 (A,+A, +... 
+ A,.,) — 85, 8, cos A, +8, 8, cos (A,+A,) — -- 
#8,8,1008(A, + A, +. HA)... — 8,48, 008A,.ı} 

woraud s, gefunden werben fann. 


Da die Beftimmungsgleihung eine quadratifche ift, fo geht 


daraus die oben erwähnte Zweideutigfeit der Aufgabe hervor. 
Die Winkel find nun leicht nad) Vorhergehendem zu berechnen. 
Um vorftehende Aufgabe mittelfi der Azimuthe zu Iöfen, 
wähle man die Aufeinanderfolge ber Edpunfte ver Art, daß Die 
unbefannte Seite bie lebte oder s wird, alfo A,_., und A, bie 
fehlenden Winkel finv. 
Nimmt man alddann s, ald Abfciſſenachſe an und berechnet 
die Coordinaten x,,, Ya-ı, ſo bat man 


(X, — 83,)* == Bu-1" Yo’ , 
‚woraus a, gefunden werben kann. N 
Aus der Gleichung 
snA, = In 
—X 


findet man hierauf den Winkel A, zweideutig. 


6, 31. Angabe. 


In einem nede find alle Seiten bis auf eine und 
alle Winkel bis auf zwei, melde an einer und ber- 
felben befannten Seite liegen, gegeben; man foll die 
fehlenden Elemente berechnen. 


Auflöfung. 

Man wähle die Aufeinanterfolge der Eckpunkte fo, daß bie 
zwei unbefannten Winkel der erfte und legte, alfjo A, und A, 
werben, bilde alddann wieder die im Eingange der Auflöfung 
ber vorigen Aufgabe angeführten Gleichungen und operire mit 
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dieſen genau auf die daſelbſt angegebene Weiſe. Man erhaͤlt 
alsdann eine quabratifche Gleichung, in welcher nur die in Frage 
ftehende Seite ald Unbelannte auftritt u. f. w. 


$. 32. Aufgabe, _ 


Sn einem nede kennt man alle Seiten bis auf eine 
und alle Winfel bis auf zwei, von welchen ber eine 
an der unbefannten Seite liegt, der andere aber feinen 
Schenfel mit diefem gemeinfhaftlid Hat; man foll 
bie fehlenden Stüde berechnen. 


Auflöfung. 


Sind 3. B. A,, A, und =, bie fehlenden Stüde und man 
zieht die Diagonale A,A,, fo entftehen zwei Bolygone A,A;... 
A,A, und A, A, Aryuı..- An. Bon biefen läßt ſich das zweite 
nach 8. 26 berechnen und- man fennt alddann von dem anderen 
alle Seiten bis auf eine und alle Winfel bis auf die zwei A,A,A, 
und A,,A,A,, welche an der mit ber unbefannten Seite zu- 
fammenftoßenden "Seite A„A, liegen, wornach biefed nach 8. 30 
berechnet werden kann u. f. w. 

Um einen Ausdrud für Die fehlende Seite =, direct her⸗ 
zuleiten, bilde man nad) $. 15 (10) mittelft Zuziehung der Po⸗ 
lygonwinkel die Gleichungen 
—8,8nA, +8,8in£(A,)—8,8inZ(A,)+...+8,.,81inZ(A, ,) 

= +3,8nr(A,)T...+8,,3n8(A,,), 
Sn — 8, cos A, + 8,008 (A,) — 8, cos Z(A,) +... + 
8..1C082(A,,) = 4 %008F2(A,)T... 4821008 2(A,,), 
quabrire beide und abbire fi. Man erhält alddann analog wie 
in 8. 30 zur Beftimmung der Seite s, eine quabratifche Gleichung. 

3.8. für ein Sechseck, in welchem die Winkel A,, A, und 
bie Seite s, fehlen, hat man: 

— 8, sin A, + 3, sin 2(A,) — s, sin I (A,)— s, Sin (A,) 
+8, sin 2(A, ) 
„—8,cosA, +8, cos (A,) — 8, 0082 (A,)— 3, cosZ(A,) 

Hs, cosz(A,) 
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und nach Duabrirung beider: 

s,* ſin A + s,* sin? Z(A,) — 258, s, sin A, sn (A,) 
— 8,’sin!E(A,) +8,’ sin? 2(A,) + 8,* sin! S(A,) 
— 28,8, sin2(A,)sinZ(A,)-+ 25,8, sinZ(A,)sinz(A,) 
— 28, 8, sinZ(A,)sin2(A,) 

86°+ 8,*cos" A, + 8, cos? 2(A,) — 23,83,cosA, + 28,8, 
co82(A,) — 28, 8, cos A, cos E(A,) = 8,’cos’ E(A,) 
+ 8,% 008? 2(A,) + 8,* cos? E(A,) — 28, 8, cos A,) 
cosZ(A,)-+28,8,c0o8F(A,)cos2(A,)—2s, 8, co82(A,) 
cos! (A,). 

Durch Addition beider Gleichungen folgt: 

86”+8,°+8,?— 25,8, [sinA, sin2(A,)+cosA, cosE(A,)] 
— 28,8,008A, + 28, 8, cos 2(A,) = 83,?+8,°+8,*? 
— 28,8, [sin F(A,) sin £(A,) + cos £(A,) cos 2(A,)] 
-+ 25,5, [sin E(A,) sin 2(A,) + cos Z(A,) cos 2(A,)] 
— 28, 8, [sin E(A,)sin2(A,)-+cos2(A,)cos 2(A,)] 

oder, wenn man 

sin A, sin 2(A,) 4 cos A, 008 E(A,) = ca[A,k, — X (A,)] 
== cos A, 

sin 2 (A,)sin 2(A,) 4 cos XCA,) cos A.) = cos|[!(A,) 

. — Z(A,)] = wsA, 

sin Z(A,)sin Z(A,) + cos 2(A,)cosE(A,) = cos[F(A,) 
— z(A,)] = cos (A,+A,) 

ſetzt, 

s— 88, — 28 8, cos A, — 28,8,C08A, + 28, 8, cos 
(A,+A,) = , 8 8, — 25,8, cosA, 28, 8, 
cos (A, +A,)— 25,5, c0o8A,, 

woraus nun s, beftimmt werben Fann. 


8. 33. Aufgabe. 


Bon einem nede fennt man alle Seiten bid auf eine 
und alle Winkel bis auf zwei, weldye getrennt liegen 
und nur von befannten Seiten gebildet werden, man 
fol! die fehlenden Stüde. berechnen. 


Auflöfung _ 
Sind A, und A, bie unbelannten Winfel und bezeichnet =, 
bie fehlende Seite, fo läßt fich die vorliegende Aufgabe durch 
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die Diagonale A,A, auf die in $. 26 und $. 31 behanbelten 
Faͤlle zurüdführen. 

Um die Seite s, jedoch birect zu beftimmen, kann man aͤhnlich 
wie in vorhergehender Aufgabe verfahren. Nur hat man ald- 
dann die Ordnung der Edpunfte fo zu wählen, daß bie Seite 


A, Ami = 5% als legte erfcheint. 


$. 34, Aufgabe. 


In einem nede find alle Seiten und alle Winkel 
bis auf drei unmittelbar aufeinanderfolgende gegeben; 
man fol! diefe berechnen. 


Auflöfung. 


Sind A,, A,, A, die drei fehlenden Winkel, fo zerlege man 
das Polygon durch die Diagonale A,A, in ein (n—I)ed und 
ein Dreieck. Erftered läßt fih nun leicht nach 8. 26 berechnen. 
In dem Dreiede A,A,A, Tennt man alddann die drei Seiten 
und findet hieraus die drei Winkel. Die zu fuchenden Winfel 
ergeben fich nun leicht, da nad) unferer Voraudfegung die Form 
des nede befannt ift. 


8. 35. Angabe. 


Bon einem nede find alle Seiten und alle Winkel 
bis auf drei gegeben; zwei diefer fehlenden Winkel lie- 
gen unmittelbar neben einander, ber dritte liegt von 
jedem der zwei anderen getrennt Man foll die drei 
Winfel beftimmen. 


Auflöfung. 

Bezeichnen A,, A, und A, die fehlenden Winkel, fo zerlege 
man dad Polygon durch die Diagonalen A„A, und AA, in 
zwei Polygone und ein Dreied. Die erfteren laſſen ſich nad 
8. 26 berechnen und von dem Dreiede fennt man alsdann die 
drei Seiten, fomit auch bie drei Winkel. Aus der Bekanntfchaft 
mit der Form des Polygons ergeben fi) nun Leicht die in Frage 
ftehenden Polygonwinkel. 
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$. 36. Aufgabe. 


Bon einem nede kennt man alle Seiten unb alle 
Winkel bis auf drei, von welden nie zwei unmittelbar 
aufeinanderfolgen; man fol! diefe berehnen. 


Auflöfung. 


Sind A,, A, und A, die drei fehlenden Winfel und man 
benft fich die Diagonalen A,A,, A,A. und A„A, gezogen, fo 
entſtehen drei Polygone, welde nad) 8. 26 berechnet werben 
können, und ein Dreieck A,A,A,, von weldem man nun brei 

° Geiten kennt. Beflimme hieraus die Winkel diefed Dreieds und 
fchließlich unter Berüdfichtigung der Form des Vielecks die frag- 
lichen Winfel. . 

Anmerkung. Für ten Kal, daß die drei fehlenden Blemente 
drei Seiten des Polygons find, gibt es, wie wir in $. 4 nade 
gewiefen Haben, ftets unendlich viele Auflöfungen, da die Annahme 
eines Glementes immer willfüßrlid bleibt. Bon einer weiteren Betrach⸗ 
tung diefes Falles kann alfo Feine Rede fein und in vorfiehenden Auf - 
gaben find fomit fämmtliche Fragen erledigt, welche überhaupt in Ber 
treff der fehlenden Stüde eines Polygons in Betracht zu ziehen find. 





| 
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Aufgaben zur Uebung in der Anwendung der 
vorhergehenden Säge. 


& 


1) Wie viel Sieben-, Achte, Neuns, Zehn, Elf⸗ und Zwölfs 
ecke laſſen fich conftruiren, wenn bezüglich 7, 8, 9, 10, 11 und 
12 Punkte als Edpunfte gegeben find? 

Auflöfung: 360 Siebenede, 2520 Achtecke, 20160 Neun⸗ 
ecke, 181440 Zehnecke, 1814400 Elfecke, 19958400 Zwölfede. 


2) Drei Winfel eines Vierecks betragen: 53°, 40° und 331°; 
wie groß ift der vierte Winkel? 
Auflöfung: 296°. 


3) Sechs Winkel eines Siebenedes find 72°, 318°, 68°, 
17°, 340° und 42°; wie groß iſt der fiebente? 
Auflöfung: 48°. 


4) Bon einem Neunede kennt man acht Winfel: 63°, 320°, 
332°, 315°, 316°, 345°, 130° und 86°; man fol den neunten 


- Winfel berechnen. 


Aufldfung: 73°, 


5) Sechs Winfel eines Siebenedes feien: 73°, 90°, 85°, 
72°, 76°, und 65°; wie groß ift alsdann ber fiebente Winkel? 
Auflöfung: 79°. 


6) Die Coorbinaten eines Punktes find: x — 990, y=830'; 
man foll diefelben in Bezug auf ein anderes Eoorbinatenfoftent 
beftimmen, das mit dem urfprünglichen einerlei Anfangspunft 
hat und deſſen Abfeiffenachfe mit der alten einen Winfel von 
45° bildet. 

Auflöfung: x = 1286,93; y = — 113,13". . 
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7) Die Coordinaten eines Punktes fein: <—=164', y= 118". 
Welche Werthe nehmen biefelben in Bezug auf ein anderes Eo- 
orbinatenipftem an, dad mit dem alten einerlei Anfangspunft hat 
und deffen Abfeiffenachfe mit der urfprünglichen einen Winfel von 
320° bildet? 

Auflöfung:- x = 49,79; 9 —= 195,81‘. 


8) Die Coordinaten eines Punktes find: x = — 175‘, 
y= 113. Man dreht die Coorbinatenachfen um den An- 
fangspunft um einen Winfel von 235° und gibt hierauf der Or⸗ 
binatenächfe eine der neuen Lage entgegengefegte. Wie groß find bie 
Eoordinaten jenes Punktes in Bezug auf die neue Rage ber Achfen? 

Auflöfung: r = 192,93; 9 = 78,53". 


9) Die Achfen eines Coordinatenfnftemd werben um ben An- 
fangspunkt um einen Winfel von 333° gedreht. Man fol die 
Coordinaten eines Punktes in Bezug auf diefe neuen Achſen bes 


rechnen, wenn bie urfprünglichen Coordinaten x =: — 73’, 
y — 84’ gegeben find. 
Auflöfung: er = — 103,175 9 = 41,7. 


10) Die Eoordinaten eines ‘Punktes find: x = 65’, y— 70”. 
Die Arhfen werben aber um 30° gedreht und zugleich fo verlegt, 
daß in Bezug auf das urſpruͤngliche Syftem die Abfciffe des 
neuen Anfangspunftes = — 50’ und bie Ordinate — 40° wird. 
Wie groß werden die Eoorbinaten jenes Funfted binftchtlich dieſer 
neuen Goordinatenachjen? 

Auflöfung: r = 114; y = —31,5%. 


11) Bon einem Fuͤnfecke A,A,A,A,A, fennt man die Co⸗ 
orbdinaten der Edpunfte: 
,=0 y=0 x, — 2374y=5% . 
x, =55 y, = 115 x, = 115; y, = —8‘. 
x, = 11T; y, = 55 | 
Man fol die Eoordinaten der Eckpunkte in Bezug auf die Diago- 
nale A,A, als Abfciffenachfe und A, als Anfangspunft berechnen. 
Auflöfung: | | 
1, =0; y,==0 x, = 243,29, 9, =0 
7575 ,—=964 1,928; 9, —— 108,8. 
2, = 208,365; 4, —=114,87° en 





— — — — — — — — —— —— 
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12) Bon einem Adhtede fennt man bie Coordinaten ber 
Edpuntte: 


z,=0; y=-0 x, 3233 y„—=0 
x,=60/; y,==122’ wel; y„=—74. 
x,—130; y, — 85 x, —2333 y, —27' 
x,2473 y, — 108 x, 1353; y, — -90.. 


Man foll die Coordinaten der Eckpunkte in Bezug auf die Dia⸗ 
gonale A, A, als neue Abſciſſenachſe und A, als Anfangspunkt 
berechnen. 


Auflöfung: 
,=3,4,;, 9y—=--130,4' I, =276,15°; 9, —= 88,31’ 
—(; y,—0 1, —=289,46'; 9, —=0 


2, =110,42; 9, —— 16,6‘ x, —191,63%; 9, —47,28° 
x, =147,09%5 9, —116,32%° r, = 150,67, 9, — 52,97. 


13) Man fennt von einem 13ed die 12 Winkel: 


A, — 1520 A, — 1080 A, = 307° 
A, — 3° A, — 282° A, 6° 
A, — 300° Am U 0. A, 100 
A, — 580 A,— 70 A,, = 300%. 


Wie groß ift der Winkel A, und welches find die Azimuthe 
ber aufeinanderfolgenden Seiten in Bezug auf die Seite A,A, ,? 
Auflöfung: ZIA,, = 286°. 


a, = 152° &, — 312° a, = 380° 
a, = 26° a, = 3’ &, 0. — 212° 
&, = 146° &, = 308° &,, = 134° 
a, = 24° , —= 203° ya = 24°. 
14) Bon einem Siebeneck A,A,...A, fennt man 
bie Seiten: bie Winfel: 

AA, =s, = 370 A, = 197° 3° 0,08" 
A, A, — s — 904 A, = 8703741,34“ 
A,A, =s, = 56 ‚A, = 81° 49'43,56” 
A,A, =s, — 39’ A, = 188° 10'16,44” 
A,A, = s, = 1221’ A, = 9 31'38,22”. 
AA, =», — 41% 


Man fol die Coordinaten der Edpunfte in Bezug auf K, ‚A, 
ats Abſcifſenachſe und A, als Anfangspunft, fowie den Inhalt 
des Polygons berechnen. 
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Auflöfung: 
x, = 208’; 
x, —= 474,648 
x, = 529,875’; 
x, — 410,096 
38 
— 208’; 


Inhalt = 189403 Q.Fuß — 3 Morg. 


yı 


15) Bon einem Bünfede A,A, 


die Seiten: 
A,A, = 122° 
A,A, = 290° 
A,A, = 148° 
A,A, = 606’ 


>> > 
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Il 


306° 
1169,78° 
1160,527 
185,175° 
419 _ 


—(. 


1 Btl. 4 O. Ruth. 2D.Fuß. 
. A, 


kennt man 

die Winkel: 
— 880583,62“ 
— 389° 818,33“ 
— 151° 32'53 ‚06. 


Dan fol bie "Seite A,A,, fowie die Winfel A, und A, und 


den Inhalt berechnen. 


Auflöfung: A,A, = 
— 11° 25'.16,27°, Inhalt = 47184 O. Fuß. 


IA, 


190; A. 


= 198° 55/28,72 


16) Den Inhalt ded Fünfeld A,A,..A, zu beflimmen, wenn 


gemeſſen wurde: 


AA,=s, = 414 
Asa, — 8, = 312’ 

R =, ll 
A,AA,=s, = 85 


IA, = 145° 825,9 
IA, = 22° 37'11,5 
IA, = 157° 22'48,5" 
IA, = 1477 28'464". 


Auflöfung: Inhalt = 39600 Q. Fuß. 


17) Bon einem Sechdede A,A,.. 


die Seiten: 
193° 
8, = 4272 
8, — 3702,4' 
8, = 2776,8°. 
5, 1424 


8 = 


Man ſoll die Seite A,A, 


ſo wie den Inhalt berechnen. 
8,-.== Wb’; 


Auflöfung: 
IA, = 96° 1'32"; 


JA = 


. A, fennt man 


die MWinfel: 
—:1720 37° 2,02 
—= 59° 2923,14 
90° 
157° 2248,48”. 


IN 


— s,, bie Winfel A, und A,, 


— 144° 29° 14,28%; 


Inhalt = 9753638. O. Sup. 
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18) Die beiden Grundftüde P und Q (Big. 30) haben bie 
Fig. 30. gebrochene Grenze ABCD gemein- 

B ſchaftlich. Man fol biefelbe von 
D aus reectificiren, d. h. fo in 





eine Gerade DEF verwandeln, daß 
“ die Inhalte von P und Q unver» 
andert bleiben. 
Gemeflen wurde: 
AB=1834' I EAB= 53°18° 
BC=127,3° 2 ABC=119°48° 
CD=112,3° ZI BCD=138°46' 
Wo fällt die neue Grenze DF 
6 hin? 
, Auflöfung: Sept man den Inhalt des Fünfecks ABCDF 
— Null, fo folgt: 
CD [BC sn C—ABsin (C+B) + AFsin(C+B-+A)] + 
BC[ABsinB—AFsin(B+A)]+AB.AFsinA = 0 
und hieraus AF — 160,66. 
19) Bon einem Zmwölfed A,A,...A,s fennt man 
die Seiten: die Winfel: 
s,—=1350° »,—134 A, —167'25 A,—127'15 
125 = 76  A,—154028 A, —222°10‘ 
8,—= 809 s,—=1228% A,=139153' A,= 73°31' 
3,— 925’ 3, , = 2234’ A,=125° 7' A, ,= 185°25’ 
= 637° 5,,—220142° A,#280° 37 A, — 138°32' 
s,—1467° s,,—2190,28 A,— 912! A,,— 92°25' 
Man fol die Coordinaten der Eckpunkte in Bezug auf die Seite 
A,A,, als Abfeiffenachfe und A, ald Anfangspunft, fowie 
‚„ „den Inhalt der Figur berechnen.*) 
Auflöfung: 
x, —=0; | yı = 0 
x, = —131757; y, = + 29411‘ 
| x, = — 2320,68; y, —= + 1081,12° 
| x, = — 2485,66; y, —= + 1873,12 
x, = 


1853,44; y, = + 2548,34 


*) Aus Schiered’s Polygonometrie. 
6* 
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x, = — 2390,68; y, = +28%,60’ 
x; = — 1672,76; y, = -+-4169,93’ 
x, = — 3502,06; y, = + 4361,35‘ 

X, =+ 1%,53; y, — +4956,81‘ 
X, = + 875,69; y,. = + 3934,38’ 
X, = +2283,115; y,, = + 2199,46‘ 
X, = +21W,28, ., = 0. 


Snhalt = 16747211,75 Q. Fuß — 418 Morg. 2 Bl. 72 O. Ruth. 
110. Fuß 75 8.300. 


20) Der Umfang eines Waldes bildet ein 2Ied. Man hat 
gemefien: 


die Seiten: die Winkel: 
s, = 11% A, = 65°49' 1,2% 
8, = 221,2 A, = 180° 556,4“ 
8, = 155,4° A, = 183° 41’ 24,0” 
s, = 180,4 A, = 176° 54' 14,4. 
8, — 158,9° A, = 173° 1355,29 
8, = 119,3 A, = 178° 33‘ 36,0 
s, — 53° A, = 131° 4536,0 
s, = 117 A, = 204° 14'45,6” 
= 98,% A, = 187° 24' 25,2 
8,0 — 100,8° A, = 188° 245,6” 
s., = 100,8 A,, = 187° 36' 50,4" 
8, —= 120,4‘ A,, = 189° 35° 38,4“ 
ei * A,, = 188° 23'49,2" 
8,4 —= 166,8 A,, = 178° 740,8" 
s,, = 102,6‘ A,, = 176° 43° 58,8 
3: = 76,1 A,. = 179° 43° 48,0” 
= 9,1 A,, = 186° 34'12,0” 
5 = 70,4 A, = 176° 58°. 1,24 
5, — 90,7 A, = 189° 39° 57,6" 
890 = 263,3 A, = 21° 16'33,6” 
39, — 184‘ A,, = 155° 38°45,6” 
So; = 295,4 A,, = 181° 33° 57,6" 
84; = 270,3 A,, = 175° 570,00“ 
394 = 250,6’ A,, = 180° 30° 14,4" 
83; — 415,2° A,, = 164° 46'19,2" 


eG — Dr — —— —— — ——— — — ———— 


Man ff’ bie Coordinaten der Edpunfte 


bie Seiten: 


B4g = 821,4' 

8; — 100,5‘ 

n — 243’ 
— 254,1’ 
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die Winkel: 

= 191929 2,4% 

— 1080 28° 4,8” 

— 177° 23° 24,0” 

— 179° 47 2,4". 

in Bezug auf's,, als 


Abfciffenachfe und A, ald Anfangspunft, fowie den Inhalt des 
Waldes berechnen. 


Aufföfung: 

2,0; y,—_ 

x.—= 459; y, — 102,1‘ 
x,= 136,15; y,= 304,1’ 
x,— 1%,15 y‚= 49,7 
x,—= 262,15; y‚„= 615,1’ 
x, 3422; y,„= 752,3’ 
x, — 404,85 y, — 853,8' 
x,= 456,8; y‚„= 863,1’ 
x, 553,35; y„= 928,9’ 
x, 627,15 y, „= 994,6’ 
x,,= 692,1‘, y, ‚= 1071,5° 
X), 746,35 y,„—=1156,3' 
x,,= 7193,45 y,,=1267,3° 
x, 814,0', y, „= 1346,6’ 
X, 861,2 y,,=1506,4° 
Inhalt = 650959 DO. Fuß — 


59 D. Fuß. 


wurden gemeſſen: 


die Seiten 
8, = 151,7 
82 


1111141 


—————— 


x, 89,8; y, —1602,9 
x,,= 921,6‘ y. 1674,4 
X, 92,6‘; y,,=1764,0' 
x, %2,4'; y, „= 1831,5‘ 
x, — 985,45 y,.=1921,6‘ 
X, =1039,1'; y,.,=1666,9 
x, , = 1007,05; y, — 1485,8 
X, = 964,2; y.,,=1193,8° ° 
x,= 9%6,05 y„„= 929,9 
X, 854,3; y, — 684,8’ 
x, 664,7; y„„— 315,4 
X, = I1,%, Yu = 9,9 
— 47155; v1, 0,9 
x39 = 234,3’; Xop —=(. 


16 Morg. 1 Bil. 9 DO. Ruth. 


21) Pon einem Walde, deſſen Umfang ein 3led bildet, 


die Winkel 
128° 40° 55,2. 
190° 21’ 32,4 
171° 187,90 
167° 33° 10,8 
589 20° 16,8 
1680 55° 48,0” 
183° 52° 12,0” 
2280 55° 58,8. 


Na 


86 
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die Seiten: 
103,0’ 
159,1° 
130,2‘ 
160,0° 
267,3° 
22,8’ 
120,8° 
— 127,3’ 
150,9 
167,1° 
151,7‘ 
43,2 
493° 
149,5’ 
190,6° 
150,5’ 
94,0 


8 
Bio 
84 
Ss 
Sı3 
Bis 


Bas 
827 
Bes 
Sep 
839 
8,5, — 


IA 


IA 


160,6’ 


bie Goordinaten in Bezug auf A, 
Flächeninhalt berechnen. 
Auflöfung: 


X, 


111111114 


BPP>rpb>>Pr>>>>>>p>>>>>> 


> 


m ED ED A 
»® 1 a 1 aA ww WB » © 


u 


In 


die Winfel: 


180° 


185° 


234° 


179° 


5’ 56,4 


157° 19° 44,4 


5’ 38,4' 


1470 38° 42,8. 
196° 25° 30,0 

94° 5555,29. 
184° 30° 32,4 
1890 59° 56,4. 
1880 41’ 38,44 


9 43'232 


198° 13° 30,0” 
180° 11° 20,4” 

41° 26° 9,6 
164° 25° 15,6 
1639 834,8. 
1699 54° 39,6 


97 46,80. 


163° 31°48,0 
181° 21'32,4° 
180° 11'52,8” 
- 180° 50° 45,6 

180° 16° 12,0” 

180° 43’44,4". 
Das Azimuth der Seite a, beträgt 236° 10° 40,8", 


Man fol 


ald Anfangspunft und den 


y=0 

y = — 15,7 
y; = —2478,0' 
y. — — 334,5‘ 
Y = — 457,5' 
y. = — 357,9 
y, = — 273,0‘ 
Y = — 1075 
y. — — 32,8 
Jao > 
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X = — 650,05 y,ı = + 168,5' 
eye 
X; = — 14,15 y, = + 431,0 
X,, = — 843,1°; yurmrt 679,5° 
Kr = —822,75 y, = + 689,7 
x = 11925 yo = + 723° 
X = —623,1; Yu, —= + 836,2’ 
Xıs = 525,65; y — + 919 
X, = — 566,1; y,, = +1113,7 

Ro = — 646,75 y,0 = + 1242,2° 

x, = — 669,9; y, = + 1278,7 

X = — 622475 y, = + 1265,2' 
X, = - 49,05 y, —= + 1186,8' “ 


812 


x = — 368,4; y.. — -10444 
| X, = 20,05 y, = + 96,1 
' XL = —- 2423; y.. — + 835,1 
X = — 214,35 = + 723,8’ 
x — —180,3% ya, — + 601,6’ 
X = — 150,15 y, = + 494,3 
X — — 34; Yu = + 269,3 
Xu = — 4825, y, = + 19,9. 
Inhalt = 674752 D.Fuß = 16 Morg. 3 Vtl. 47 . Rth/52 O. Fuß. 
22) Bon einem Walde, defien Umfang ein 26 Eck bildet, 
fennt man 
die Seiten: die Winfel: 

s, = 251,9 A, = 2720 3458,8" 

8, — 233,6’ A, = 175° 43'30,0" 

8, = 201,0’ A, = 182° 06'54,0” 

3, = 98,7 A, = 180° 57'46,8” 

8 = 206,0 A, = 81° 30'14,4" 

_ s, = 70,6 A, = 173° 06° 54,0” 

2, = 58% A, = 174250 2,4" 

s, — 41,4 A, = 154° 1358,8“ 

= 70 A, = 136° 49 37,2° 

8,0 —= 138,1‘ A,. = 161°00° 3,6” 

8, = 770 A,, = 194° 00'144. 

—= 90,1 A,, = 189° 46’ 58,8” 


88 Siebenter Abfchnitt, 


die Seiten: 
8; = 11V 


8, = 69,1 
8,5 = 146,6° 
8, — 104,7° 
=. 962° 
8, = 9,7 
8, = 98,8' 
8,0 — 130,0’ 
8, = 162,9 


3,0 — 141,9 


Dad Azimuth der Seite 8, beträgt 9790 39' 57,6“. 
die Eoordinaten in Bezug auf A, 


die Winkel: 
A,, = 191° 621,6 
Ay, — 187° 5052,8. 
A,s = 155° 18°46,8. 
A, = 1790 57° 18,0% 
A,, — 186° 38° 31,2 
A,. = 181° 54'28,8 
A, = 89° 19 30,0” 
A,. = 180° 10°48,0” 
Ay, 11° 758,8” 
Ayı = 180° 46° 58,8” 
A,, = 83° 16‘37,2% 
Ay, = 1790 45'57,6“ 
Ay, = 168 27'10,8” 
A, =: 87° 37'264. 


Man fol 
als Anfangöpunft, ſowie 


den Inhalt des Waldes berechnen. 
Auflöfung: j | 
x,—=0; y—0 ne 324,7; y,,—— 254,3’ 


+ 42,35 y„=—248,3' 


—+ 64,05; 480,9 
x.—=+ 90,1; y‚=-680,2' 


x,—=-+103,55 y„=--772,9 
x,——102,85 y„==—772,8’ 
x, —=—1173,05 y‚„=—764,2' 
x,—=—230,05 y„=—752,2' 
x,—=—267,4, ya —723,1' 
x, -279,4 y, = —646,3’ 
x, =—255,95 y. = 910,4 x 
x, —260,85 y,,=—433,5' x 
X, 5 =—282,2', y, ‚= 346,0’ 
Inhalt = 447586 O. Fuß — 


x,,= 862,0, y,,= — 196,1 
2, 6882,55 y,,=— 51,0' 
x 7=—397,15, y,7=+ 52,7' 
x —421,4; x, „—+-145,7' 
x —448,6/;y,,=+2837,5' 
x,0=— 858,85; y,,—+264,6‘ 
2,,=— 229,1; y,,=+300,4' 
x, — — 455; y,,=+374,8' 
2, + 20,34 7,,-+430,5° 

x,,=+ 62,0; y,,=-+322,8’ 

x, —=+111,35,y,,=+194,0' 
x, =+14105; y, + 17,4. 


11 Morg. 75 DO.Ruth. 86 Q.Fuß. 
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